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Problemas resueltos de programacion lineal

Presentacion

El presente libro de problemas resueltos de programacion lineal no pretende ser una aportacion
cientifica al campo de la programacion lineal, sus fines son mucho mds modestos, dado que todos
los conceptos que en él se incorporan estan recogidos en numerosas publicaciones. Su finalidad es
eminentemente diddactica, y Unicamente por razones pedagdgicas se justifica la presente
publicacion.

Ha sido planificado para su utilizacion por personas con conocimientos de programacion lineal,
primordialmente para facilitar el aprendizaje de los conceptos y procedimientos de formulacion y
resoluciéon de modelos de programacién lineal de los estudiantes de dicha materia en las diversas
Facultades y Escuelas Técnicas en las que se imparte.

El libro tiene una estructura distinta de la convencional en cuanto al orden se refiere, a diferencia de
textos en los que los ejercicios se hallan agrupados por temas, o textos en los que el grado de
dificultad de los ejercicios va aumentando a medida que el lector avanza en su estudio, en este caso
el autor no ha ordenado los ejercicios por temas ni por nivel de dificultad, sino que ha tratado de
compatibilizar ejercicios sencillos con ejercicios complejos con la finalidad de hacer mas ameno el
trabajo al estudiante incrementando asi su interés por el estudio de la programacion lineal. Por lo
que respecta al contenido, los ejercicios que conforman el libro abarcan la mayoria de temas ligados
a la programacidn lineal: formulacién de modelos, resolucién grafica, simplex tabular, simplex
revisado, dualidad, simplex dual, método de las dos fases, forma producto de la inversa, analisis de
la sensibilidad y, simplex con cotas, siendo el enfoque aportado marcadamente practico.

La publicacion no es Unicamente un libro de ejercicios resueltos de programacion lineal para
estudiantes, sino una fuente de informacién e incluso en cierto modo puede hablarse de una
metodologia para la resolucién de dichos ejercicios, de interés tanto para estudiantes como para
profesionales que en su trabajo lleven a cabo actividades de optimizacidn tanto en el ambito de la
empresa privada como en las administraciones publicas.
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Capitulo 1

Enunciado de los problemas

Ejercicio 1

La tabla del simplex que se muestra a continuacion es dptima (problema de maximizacién y todas
las restricciones <):

Z[ X, X X5 S S, S
Zz|1]/ 0o o 0 10 0 90| 5300
ol 1 1 0o 1 o0 -1 30
s, /o011 0o o o 1 -1]| 10
X;|0/-1 0 1 -1 0 2| 20

Las variables S;, S, y S; son variables de holgura.

Se pide:

1. Indique la solucién 6ptima del primal y del dual sin realizar ningun célculo.
2. Evalue la derivada parcial de z respecto a b;. Interprete dicho nimero.

3. Determine la derivada parcial de X, respecto S;. Interprete dicho valor.

4. Indique si compraria una unidad adicional del primer recurso por un coste de 3 euros, ¢Por qué?
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5. Una empresa desea comprarle una unidad del tercer recurso. ¢ Cuanto vale para usted una unidad
del tercer recurso? éPor qué?

6. Indique si existen soluciones optimas alternativas. Si existen dé una, en caso contrario explique
porqué no.

7. Interprete econdmicamente por qué la variable X; no esta en la base.

8. Suponga que desea que X; sea igual a la unidad, éa costa de que conseguiria que X; = 17?

9. Indique que recursos son libres y cuales son escasos.

10. Comprobar que el precio de los bienes libres es nulo, y el de los escasos es mayor que cero.

Solucién en pdgina 23

Ejercicio 2

Una empresa elabora tres tipos de bebidas utilizando zumo de pifia y zumo de melocotdn. El duefio
de la empresa ha comprado 1.500 litros de zumo de pifia y 2.000 de zumo de melocotdn. Los litros
de zumo requeridos en la fabricacidn de cada bebida vienen dados en la tabla siguiente.

Bebida 1 | Bebida 2 | Bebida 3
Zumo de pifia 6 3 3
Zumo de melocotdén 2 3 4

El precio de venta de cada bebida es 15 euros el litro. El coste del zumo de pifia es de 1 euro el litro
y 2 euros el litro de zumo de melocotdn. Se conoce que la demanda de bebidas asciende a 400
litros.

La solucién éptima del programa lineal que cumpliendo con las restricciones maximiza el beneficio
de la empresa, viene dada en la tabla siguiente.

Z X, X X5 S S, E A
z|1 7 0o 2 2 0 0 1 |3000
E|O 1 0 0 033 0 1 -1] 100
s, /0 -4 o0 1 -1 1 0 o0 | 500
X, |0 2 1 1 033 0 0 o0 | 500

Se pide:

1. El plan de trabajo si en lugar de disponer de 1.500 litros de zumo de pifia dispusiera Unicamente
de 1.200. ¢Qué tipo de solucidn se obtiene?

2. Formule el problema dual, halle su solucién e indique como afecta el cambio del apartado
anterior.
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3. Indique como se veria afectado el plan de trabajo si el contrato con los proveedores de zumo
obligara a utilizar los 1.500 litros de zumo de pifia.

4. Determine a partir de que precio resulta interesante fabricar la Bebida 1.
5. Establezca a partir de que precio resulta interesante fabricar la Bebida 3.
6. Concrete a partir de que precio no resulta interesante fabricar 500 litros de la Bebida 2.

Solucion en pdgina 27

Ejercicio 3

Explique como puede usar la fase | del método simplex para resolver un sistema de n ecuaciones
lineales simultaneas con m incégnitas.

Justifique como puede detectar los casos siguientes:
1. Inconsistencia del sistema de ecuaciones.

2. Redundancia de las ecuaciones.

3. Solucién unica.

4. Razone como puede encontrar en el apartado anterior la matriz inversa del sistema de
ecuaciones. llustrelo resolviendo el siguiente sistema:

5X; +2X, +1X5 =800
1X, +2X, +4 X, =900
1X; +1X, +1X; =350

Solucion en pdgina 33
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Ejercicio 4
Una empresa esta estudiando llevar a cabo una campafia publicitaria, para ello dispone de
1.000.000 de euros. Puede difundir sus anuncios en dos canales publicitarios distintos, el primero de
ellos cobra 15.000 euros cada vez que emite un anuncio, mientras que el segundo cobra el doble. La
probabilidad de que un anuncio del primer canal sea visto es del 30 %, mientras que del segundo es
del 70 %. Como minimo deben emitirse 26 anuncios en el primer canal y 13 en el segundo.
Se pide:
1. Determine el nimero de anuncios que debe lanzar en cada canal de manera que maximice la
probabilidad de que se vea el anuncio de la empresa, teniendo en cuenta la restriccidon
presupuestaria y las del nimero de anuncios.
2. Halle la solucidn que se obtiene si elimina la segunda restriccién.

3. ¢Y si elimina la tercera restriccidén?

4. Si la empresa dispusiese de mds dinero para invertir, élo invertiria en la primera o en la segunda
cadena de television? éPor qué?

5.- éA partir de qué coste resulta interesante difundir anuncios en una tercera cadena que
proporcione el 50 % de probabilidad de que un telespectador vea el anuncio?

6.- ¢Qué solucidn obtendria si el primer canal duplicara el coste de los anuncios?

Solucion en pdgina 37

Ejercicio 5

Una refineria puede comprar petréleo crudo ligero y petrdéleo crudo pesado. El coste por barril de
estos tipos de petrdleo es de 11 y 9 euros, respectivamente. De cada tipo de petrdleo se producen
por barril las siguientes cantidades de gasolina, keroseno y combustible para reactores.

Gasolina Keroseno Combustible
Petrdleo crudo ligero 0,40 0,20 0,35
Petrdleo crudo pesado 0,32 0,40 0,20

En el proceso de refinamiento se pierde el 5 % y el 8 % del crudo, respectivamente. La refineria
tiene un contrato para entregar un milléon de barriles de gasolina, cuatrocientos mil barriles de
keroseno, y doscientos cincuenta mil barriles de combustible para reactores. Determine el nimero
de barriles de cada tipo de petréleo crudo que satisfacen la demanda y minimizan el coste.

Solucién en pdgina 43
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Ejercicio 6

Resuelva el siguiente problema mediante el simplex tabular:
Min {2 X, -4 X,}
2X,+3X,<7

8X, <4

Solucion en pdgina 47

Ejercicio 7

Resuelva el siguiente problema mediante el simplex tabular:

Max {2 X, +5X,}
2X, -4X, <8

—3X, +8X, <11

Solucion en pdgina 51

Ejercicio 8

Resuelva el siguiente problema mediante el simplex tabular:

Max {5 X; -7 X, }
10X, +3X, <3

6X,—2X, <2

Solucion en pdgina 55



Problemas resueltos de programacion lineal
Ejercicio 9
Tres productos son fabricados en una maquina. El tiempo de preparacidn de cada producto es de 2,
3 y 4 minutos respectivamente, y el tiempo de proceso de 3, 2 y 1 minutos. El beneficio aportado
por cada producto es respectivamente de 12, 10 y 15 euros. Se dispone de 100 minutos de maquina

y 200 para la preparacién de la misma. Determine el nimero éptimo de unidades a fabricar de cada
articulo.

Solucion en pdgina 57

Ejercicio 10

La siguiente tabla muestra la solucién éptima de un problema de programacioén lineal, donde S,y S,
son las variables de holgura de la primera y segunda restricciones del problema original.

Z[X X X S S,

Zz|1]0o 35 0 33 18 |840
X300 05 1 03 -02] 40
X, |0/ 1 05 0 -01 04 | 20

1. Escriba el problema original
2. Formule el dual del problema original.
3. Halle la solucidn éptima del problema dual usando la tabla anterior.

Solucion en pdgina 59

Ejercicio 11

Resolver el siguiente programa lineal utilizando la técnica del simplex en su forma producto de la
inversa, es decir, llevando la inversa de la base en cada iteracién en forma de producto de matrices
elementales:

Min{~2X; -3X,}
3X, +2X, <7
—2X,+2X, <2

X1, X, >0

Solucion en pdgina 61
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Ejercicio 12

Un fabricante de bebidas refrescantes estd interesado en mezclar tres de sus actuales marcas de
fabrica (marca 1, marca 2, marca 3) para obtener tres nuevos productos de alta calidad (Producto 1,
Producto 2 y Producto 3), que desea vender al precio de 4, 3 y 2 euros por botella, respectivamente.

Sélo puede importar 2.000 botellas de la marca 1, 4.000 de la marca 2 y 1.000 de la marca 3, siendo
el precio que debe pagar de 3, 2 y 1 euro por cada tipo de botella.

El fabricante requiere que el Producto 1 contenga como minimo el 80% de la marca 1 y como
maximo el 20% de la marca 3. El producto 2 debera contener como minimo el 20% de la marca 1y

no mas del 80% de la marca 3. El producto 3 no podra contener mas del 70% de la marca 3.

Formule el modelo que permitira al fabricante hallar las mezclas que le produciran el maximo
beneficio.

Solucion en pdgina 65

Ejercicio 13

Un granjero tiene 600 acres de terreno y desea determinar el nimero de acres que asignara a cada
una de las tres cosechas siguientes: tomates, pimientos y espinacas. Los dias hombre, el coste de
preparacidn y la ganancia por acre de cada una de las cosechas se muestran en la tabla siguiente:

Cosecha | Dias hombre | Coste preparacion | Beneficio
Tomates 5 12 6
Pimientos 8 18 12
Espinacas 13 14 10

Suponga que el nimero de dias hombre disponibles es de 4.000, y que el granjero tiene 6.000 euros
para preparacion.

1. Determine si conviene contratar ayuda adicional a 6 euros por hora. Suponga una jornada laboral
de 8 horas.

2. Suponga que el granjero tiene un contrato para entregar al menos el equivalente a 200 acres de
tomate, use analisis de la sensibilidad para encontrar la nueva solucién éptima.

Solucion en pdgina 67
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Ejercicio 14

Una empresa ensambla un producto que consta de tres piezas denominadas AA, BB, y CC. Las piezas
AA y BB las fabrica la propia empresa, mientras que las piezas CC las compra a otro fabricante. Los
tiempos de proceso, en horas, requeridos por cada pieza en cada uno de los procesos vienen dados
en la tabla siguiente:

Proceso 1 | Proceso 2 | Proceso 3 | Proceso 4 | Proceso 5
AA 1 0,5 0,5
BB 1,5 0,5 0,5 0,5

La empresa dispone de 20 maquinas que pueden realizar el proceso 1, 5 el proceso 2, 10 el proceso
3, 5 el proceso 4 y 5 el proceso 5. Cada maquina trabaja un maximo de cinco dias cada semana a
razon de cincuenta semanas al afio, en jornadas laborables de 8 horas diarias. Determine el nimero
maximo de conjuntos ensamblados que puede producir.

Solucion en pdgina 71

Ejercicio 15

Se desea planificar la produccién de dos productos XA y ZA. La demanda prevista para los préximos
meses viene dada en la tabla siguiente:

Enero Febrero Marzo Abril
Producto XA 300 600 600 500
Producto ZA 700 500 800 500

El inventario a principios de afio de los productos XA y ZA es de 100 y 200 respectivamente. Al
finalizar el horizonte de planificacidén se desea disponer al menos de 300 unidades del producto ZA.
Los costes de almacenaje de los productos XA y ZA son respectivamente de 2 euros y 1 euro por
unidad almacenada y mes. Debido a limitaciones de espacio, la cantidad de productos almacenados
no puede exceder de 300 unidades mensuales. La cantidad maxima que puede fabricarse
mensualmente es de 400 unidades de XA y 700 de ZA. Formule el problema de planificacion de la
produccion teniendo como objetivo minimizar el coste total de inventario.

Solucion en pdgina 73
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Ejercicio 16
Dado el siguiente problema de programacion lineal:
Maximizar 2 X; +1X, —1X,
IX;+1X,+2X5;<6
1X, +4X, -1X5<4
Xy, Xy, X320

1. Determine la solucidn 6ptima evaluando la funcion objetivo en los puntos extremos del conjunto
de restricciones. Muestre que este método es valido en este problema.

2. Si reemplaza la primera restriccion por X; + X, — 2 X3 £ 6 ¢puede usar el método de los puntos
extremos para encontrar el punto 6ptimo? Explique por qué.

Solucion en pdgina 75

Ejercicio 17

Una empresa vende tres tipos de productos (1, 2 y 3). El producto 1 estd formado por los
componentes A y B. El producto 2 consta de 2 unidades de A, 1 unidad de B y 2 unidades de C. Por
ultimo, el producto 3 esta integrado por 2 unidades de A, 1 unidad de B y 1 unidad de C. Se dispone
de 95.000 unidades del componente A, 80.000 del B y 60.000 del C. El coste de cada componente A
es de 20 euros, el coste de cada componente B es de 30 euros, y el coste de cada componente C es
de 10 euros. El precio de venta de los productos 1, 2 y 3, es respectivamente de 60, 120 y 100 euros.
Formule y resuelva el programa lineal que maximiza el beneficio.

Solucién en pdgina 77
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Problemas resueltos de programacion lineal

Una empresa fabrica tres tipos de helados utilizando leche y nata. Para el préximo mes dispone de
75 unidades de leche y 100 de nata. Los coeficientes técnicos y los costes se muestran en la tabla

siguiente:

Helado 1 Helado 2 Helado 3

Euros/Ud. Uds. Euros Uds. Euros | Uds. Euros
Leche 2 4 8 3 6 2 4
Nata 1 1 1 2 2 3 3
Otros costes 6 5 8
Total costes 15 13 15
Precio venta 20 20 18
Beneficio unitario 5 7 3

Como minimo se han de fabricar 20 helados. El plan de producciéon mensual se ha obtenido a partir
del siguiente programa lineal:

Maximizar {5X; +7 X, +3X,}

4X,+3X,+2X5<75

1X; +2 X, +3X5 <100

1X, +1X, +1X;5 220

X; =20 i=1...3
Resultando la siguiente solucidén dptima:
Y4 X, X, X3 S1 S, B A
z 1 4,333 0 1,666 2,333 0 0 0
E, 0 0,333 0 -0,3 0,333 0 1 -1
S, 0 -1,67 0 1,667 -0,6 1 0 0
X, 0 1,333 1 0,666 0,333 0 0 0

Con estos datos, determine:

1. El plan de produccién si en lugar de disponer de 75 unidades de leche dispone unicamente de 50.

2. En la pregunta anterior, ¢Qué puede decir sobre la solucién del dual?

3. Como se vera afectado el plan de produccién si un convenio firmado con los productores de leche

obliga a utilizar las 75 unidades de leche disponibles.

12
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4. La solucién obtenida en la pregunta anterior es Unica o multiple.
5. A qué precio resulta interesante vender helados del tipo 1.
6. A qué precio resulta interesante vender helados del tipo 3.
7. El precio a partir del cual no resulta interesante producir 25 helados del tipo 2.
8. Plantear la ultima tabla del dual.
9. La direccion estd estudiando la posibilidad de dedicar un empleado a realizar tareas de control de
calidad. Preguntado por el tiempo necesario para realizarlo ha contestado que si todos los helados
fuesen del tipo 1 podria examinar hasta 30, mientras que los helados del tipo 2 necesitan el doble
que los de tipo 1, y los del tipo 3 el doble que los del tipo 2. Si realiza el control de calidad la
direccién no considera necesario mantener la produccion minima de 20 helados. Determine como

afectan estos cambios al plan de produccién.

Solucion en pdgina 79

Ejercicio 19

Una empresa utiliza los componentes Z1 y Z2 en la fabricacién de tres productos. Las unidades
requeridas de cada uno de los componentes para la fabricacion de cada producto se muestran en la
tabla siguiente:

Producto 1 Producto 2 Producto 3
Z1 5 3 2
Z2 2 4 7

Para satisfacer la demanda del mes proximo dispone de 1.600 unidades de Z1 y 2.000 de Z2. El coste
unitario de los componentes Z1y Z2 es de 2 y 1 euros respectivamente, y el precio unitario de venta
de cada uno de los tres productos de 25, 20 y 15 euros, respectivamente. Halle el plan de
produccion que maximiza el beneficio teniendo en cuenta que para cubrir el punto muerto de la
empresa deben fabricarse 400 unidades de los tres productos (Productol + Producto2 + Producto3).

Solucién en pdgina 87
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Ejercicio 20

Una empresa estd interesada en desarrollar un abono que contenga como minimo 100 unidades de
potasa, 25 de nitrogeno y 10 de amoniaco, para ello se dispone de los productos A y B cuyo coste en
el mercado asciende a 10 y 15 euros por tonelada respectivamente. El contenido de potasa,
nitrégeno y amoniaco de una tonelada de producto se muestra en la tabla siguiente:

Potasa Nitrégeno Amoniaco
Producto A 2,0 0,3 0,2
Producto B 1,0 0,6 0,2

1. Desarrolle el nuevo abono tomando en consideracidén que se desea que dicho abono cueste lo
menos posible.

2. Determine que sucederia si deseara cinco unidades suplementarias de nitrogeno, asi como el
coste marginal de una unidad.

3. Determine que sucederia si deseara cuatro unidades mas de nitrogeno de las cinco de la pregunta
anterior.

4. Un proveedor le ofrece el producto D a 14 euros tonelada, con 2 unidades de potasa, 0,4 de
nitrégeno y 0,2 de amoniaco por tonelada. Justifique si conviene o no utilizar dicho producto, y

evalle el precio del nuevo abono.

Solucion en pdgina 91

Ejercicio 21

La siguiente tabla del simplex muestra la solucidon éptima de un problema de programacion lineal.
Se sabe que S; y S, son las variables de holgura de la primera y segundad restriccion
respectivamente.

Zl X X S S,
z|1] 0 o -1 -0125] -75
XX 0] 1 o0 05 -0188 | 2,75
X, o] o 1 o 0,125 | 05

1. Formule el problema original
2. Como afectara a la tabla 6ptima la introduccién de una nueva variable X3 con coeficientes
3. Cual debe ser el valor umbral de Cy; para que X; sea variable basica en la tabla 6ptima

Solucion en pdgina 97
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Ejercicio 22

Dadas las tablas inicial y actual del método simplex, calcule y justifique los valores de las incdgnitas
que en ellas aparecen.

Tabla inicial

V4 X1 X, X3 S S
z 1 -12 -10 -15 0 0 0
Sq 0 b [ d 1 0 200
S, 0 3 2 e 0 1 100
Tabla actual
YA X1 X, X3 S; S,
VA 1 -4,5 1,25 j k m 750
X3 0 g 0,75 1 0,25 0 f
S, 0 h i 0 -0,25 1 50

Solucion en pdgina 99

Ejercicio 23

Una empresa que fabrica tres productos (P1, P2 y P3) ha formulado el siguiente programa lineal con
el objetivo de maximizar sus beneficios:

Max {3 X, +2 X, —2X,}
Restriccion recurso 1 — 2 X; +2 X, +1X5<10

Restriccion recurso 2 —» —2X; +1X, -2X5<5

Z X X X S S,

z |10 1 35 15 o0 | 15
X, o] 1 1 05 05 0| 5
s, /ol o 3 -1 1 1115

15
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1. Formule el problema dual y determine el valor de las variables duales sin necesidad de resolver el
problema dual.

2. Justifique que recursos son escasos y cuales son libres.

3. Qué decisién tomaria si pudiera disponer hasta un maximo de 5 unidades adicionales del recurso
1y 3 del recurso 2, a un coste de 1y 2 euros la unidad respectivamente.

4. Volviendo al problema original, valore como afectaria a la solucién del mismo que el valor del
coeficiente de la funcidn objetivo de la variable X, pase a valer 1.

Solucion en pdgina 101

Ejercicio 24

Resuelva el siguiente programa lineal mediante el método de las dos fases.
Min 83X, +2X,}
2X,-2X,>3

2X, +2X, 29

Solucion en pdgina 105

Ejercicio 25

En el transcurso de la resoluciéon del programa lineal:

Max {9 X, +7 X, }

A-X<b
X=>0
Se ha llegado a la tabla siguiente:
YA X1 XZ 51 SZ
YA 1 19 56
S1 0 -0,4 1 0,4 9,2
X, | 0 0 1

16
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Se pide:
1. Complete la tabla.

2. ¢Es 6ptima la tabla del apartado anterior? Indique el valor de las variables del primal, de las
variables del dual, y de la funcion objetivo.

3. Reconstruya el modelo original del programa lineal analizado en los apartados anteriores.

Solucion en pdgina 109

Ejercicio 26
Resuelva graficamente el siguiente programa lineal:
Max {4 X; +3X,}
1X; +3X, <6
3X; -1X,<3

4X, +3X, <12

Solucion en pdgina 111

Ejercicio 27
Resuelva el siguiente sistema lineal de ecuaciones mediante el algoritmo de Gauss:
6X, +3X, +3X, =12
2X, +3X, +4X;=20
X+ X, +X53=4

Solucion en pdgina 113
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Ejercicio 28

La tabla siguiente muestra la solucién 6ptima de un programa lineal. Siendo S; y S, las variables de
holgura de la primera y la segunda restriccion del problema original. Las restricciones son de <.

X, X S, S,

0 0 -087 -028 | -11,4
1 0 0143 -0,28 | 0,571
0 1 0143 0214 | 2,571

Se pide:
1. Escriba el problema original.

2. Como afectara a la tabla 6ptima la introduccidn de una nueva variable X; de coeficientes A; = (2,
1)ycz3=-1.

3. El valor umbral de c3 para que X; sea variable basica en la tabla 6ptima.

Solucion en pdgina 115

Ejercicio 29
Dado el siguiente programa lineal:
Max {7 X; +3X, +2 X3}
3X, +0X, +2X5<6

2X, +1X, +0X <4

Se pide:
1. Plantear el problema dual.
2. Halle el valor de las variables del dual.

3. A partir de la solucion del dual encuentre el valor de las variables del primal, el valor de las
variables de holgura, y el valor de la funcidon objetivo.

Solucién en pdgina 119
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Ejercicio 30
Resuelva el siguiente programa lineal mediante el método de las dos fases.
Max {2 X; +4 X, }
—2X,+2X,<4
2X, +1X, <9
2X, +3X, =11
X, 20  X,>0

Solucion en pdgina 125

Ejercicio 31

Para el programa lineal:

Minimizar:c- x

Con la siguiente matriz A:

Y el vector b = (10, 5). Se da la siguiente tabla incompleta para una iteracion del simplex revisado:

Z 0,333 0,333
X1 0,444 0,111
X, | -0,111 0,222

Complete la tabla y construya la tabla del simplex normal correspondiente a la anterior.

Solucién en pdgina 129
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Ejercicio 32

Su alimentacién requiere que lo que coma pertenezca a uno de los siguientes grupos de alimentos
(pastel de chocolate, helado, refrescos, y pastel de queso). Dispone de los siguientes alimentos para
el consumo: bizcochos de chocolate, helado de chocolate, cola, y pastel de queso, siendo su coste
de 4 euros cada bizcocho, 2 euros cada bola de helado de chocolate, 3 euros una botella de
refresco, y 6 euros una porcidén de pastel de queso. Cada dia necesita ingerir por lo menos 600
calorias, 20 gramos de chocolate, 30 gramos de azucar, y 25 gramos de grasa. El contenido nutritivo
unitario de cada elemento se muestra en la tabla.

Calorias Chocolate Azlcar Grasa
Bizcocho 300 2 1 1
Helado 200 1 1 2
Refresco 100 0 2 1
Pastel queso 400 0 3 3

Resolviendo el programa lineal correspondiente, se obtiene la siguiente solucién:

Variable Valor Coste reducido

Bizcocho Xg 0 -1,5
Helado de chocolate Xy 20 0
Refresco Xg 5 0

Pastel de queso Xp 0 -1,5
E, 3900 0

E, 0 -0,5

Es 0 -1,5
E, 20 0

Se pide:
1. Determine si la solucién actual sigue siendo 6ptima en el caso de que el precio unitario del
bizcocho aumente hasta 5 euros y el precio de una porcion de pastel de queso disminuya hasta 5

euros. En caso de que no siga siendo dptima la solucidn, halle la nueva solucién dptima.

2. Hasta que valor puede rebajarse el precio de un bizcocho de forma que la base actual siga siendo
Optima.

3. Hasta que valor puede rebajarse el precio de una porcién de pastel de queso de forma que la
base actual siga siendo dptima.

Solucioén en pdgina 131
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Ejercicio 33
Resuelva el siguiente programa lineal mediante el algoritmo del simplex con cotas.
Max 8 X, +6 X, }
4%, +3X,>6
1X; +3X,>13
0<X, <1
0<X,<6

Solucion en pdgina 139

Ejercicio 34

Explique como puede modificarse el método simplex revisado para llevar a cabo el método simplex
dual en forma matricial. En particular, indique como se obtendria la informacion necesaria para:

1. Aplicar la regla de detencidn.
2. ldentificar la variable basica que sale de la base, y la variable que entra.
3. Obtener la nueva inversa de la base en cada iteracidn.

Solucion en pdgina 145
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Ejercicio 35

Resuelva el siguiente programa lineal:

Max {2 X; +2X, +6X,}
1X; +1X, +1X5 <20
—4X, +3X, +0X; <6

0X; +1X, +3X, <12

Solucion en pdgina 147

Ejercicio 36

Mediante el método simplex con cotas inferiores y superiores resuelva el siguiente programa lineal:
Min {3 X, -4 X,}
3<1X; +1X, <5

2<2X,-5X,<8

Solucion en pdgina 151
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Capitulo 2

Resolucion de los problemas

Ejercicio 1

La tabla del simplex que se muestra a continuacion es éptima (problema de maximizacion y todas las
restricciones <):

Z[ X X, X3 S S, Ss
z|1/0 o o 10 o 905300
o[ 1 1 0o 1 o0 -1]| 30
s;,/0/1 0o o o0 1 -1]| 10
X;|0l-1 0o 1 -1 0o 2| 20

Las variables S;, S, y S; son variables de holgura.

Se pide:

1. Indique la solucion éptima del primal y del dual sin realizar ningtn cdlculo.
Primal — X, =0 X, =30 X5 =20 Z=5.300

Dual — W, =10 W, =0 W, =90 Z =5.300
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2. Evalue la derivada parcial de z respecto a b;. Interprete dicho numero.
Z=Cy-Xg=Cyz-B*-b=W-b

dz
b, =10— Beneficio adicional por la adquisicién de una unidad extra de recursol
1

3. Determine la derivada parcial de X, respecto S;. Interprete dicho valor.

dXx
Xg=B'h-Bta, -X, = B=—-B'a,
dX

dX, 65, I gy, WX
ds, ds, ds,

Indica que por cada unidad que aumenta S; la variable X, aumenta en 1 unidad.
4. Indique si compraria una unidad adicional del primer recurso por un coste de 3 euros, ¢Por qué?
Z=Cy-Xy;=Cy-B*-b=W-b

dz
b =10—  Beneficio adicional por la adquisicién de una unidad extra de recursol
1

Dado que el beneficio que proporciona una unidad adicional del primer recurso (10 euros) es
superior al coste de dicha unidad adicional (3 euros), si compraria una unidad adicional del primer
recurso.

10>3 = Beneficio > Coste

5. Una empresa desea comprarle una unidad del tercer recurso. ¢ Cudnto vale para usted una unidad
del tercer recurso? ¢ Por qué?

Z=Cy-Xy;=Cy-B1-b=W-b
dz

@b 90—  Beneficio adicional por la adquisicién de una unidad extra de recursol
3

El incremento o decremento de una unidad del tercer recurso se premia o castiga con 90 euros. En
el caso propuesto por cada unidad del tercer recurso que nos compren, el beneficio se reduce en 90

euros.
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6. Indique si existen soluciones optimas alternativas. Si existen dé una, en caso contrario explique

porqué no.

Si existen soluciones Optimas alternativas dado que X; puede entrar en la base al tener el coste

reducido igual a cero.

X, | |30 1
Xg=B*b-Blay-Xy = |S, |=]10|-| 1]-X;
Xs| 20| |-1

X, 30 1 20
Entra X, =10 = |S, |=[10|—-| 1|-10=/ 0| — SalesS,
X3 20| |-1 30

7. Interprete econdmicamente por qué la variable X, no estd en la base.

La variable X; puede estar en la base sin que el beneficio disminuya, dado que este ejercicio tiene

soluciones multiples.
8. Suponga que desea que X, sea igual a la unidad, ¢a costa de que conseguiria que X;=1?
X,| |30

Xg=B*b-Bla,-X, = |S, |[=|10]|-] 1]-X,
X,| |20] |-1

X, [30 1 29
SiX,=1 = |S, |=[10|-| 1]-1=|9
X, | [20] [-1 21
Reducir X, una unidad
A costa de Reducir S; una unidad

Aumentar X; una unidad

9. Indique que recursos son libres y cuales son escasos.

El segundo recurso es un recurso libre dado que sobran 10 unidades del mismo (S, = 10), por el

contrario, los recursos 1y 3 son escasos (S; =S3 =0)
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10. Comprobar que el precio de los bienes libres es nulo, y el de los escasos es mayor que cero.
Teorema de la ortogonalidad u holgura complementaria:

w-(A-x-b)=w-S=0
En el ejercicio:

S;=0 — Recurso escaso

Recursol — w;-5,=0 — .
w; =10 — Precio>0

S, =10 — Recurso libre
Recurso2 — w,-S,=0

w, =0 — Precio=0

S;=0 — Recurso escaso

Recurso3 — w3:S;=0 — .
w; =90 — Precio>0
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Ejercicio 2

Una empresa elabora tres tipos de bebidas utilizando zumo de pifia y zumo de melocoton. El duefio
de la empresa ha comprado 1.500 litros de zumo de pifia y 2.000 de zumo de melocoton. Los litros de

Problemas resueltos de programacion lineal

zumo requeridos en la fabricacion de cada bebida vienen dados en la tabla siguiente.

El precio de venta de cada bebida es 15 euros el litro. El coste del zumo de pifia es de 1 euro el litro y
2 euros el litro de zumo de melocoton. Se conoce que la demanda de bebidas asciende a 400 litros.

La solucion éptima del programa lineal que cumpliendo con las restricciones maximiza el beneficio

Bebida 1 | Bebida 2 | Bebida 3
Zumo de pifia 6 3 3
Zumo de melocotén 2 3 4

de la empresa, viene dada en la tabla siguiente.

Se pide:

1. El plan de trabajo si en lugar de disponer de 1.500 litros de zumo de pifia dispusiera unicamente

Z X, X Xs S S, E A

z|1 7 o 2 2 0 o0 13000
E,]0 1 0 0 03 0 1 -1] 100
;!0 -4 o0 1 -1 1 0 0| 500
X,{0 2 1 1 033 0 0 0 | 500

de 1.200. ¢ Qué tipo de solucion se obtiene?

Formulado el problema original, debe comprobar que el orden de las restricciones es el correcto.

Beneficio Bebida 1 15— [6x1]—[2 x 2] =5 euros litro
Beneficio Bebida 2 15— [3>< 1] - [3 x 2] =6 euros litro
Beneficio Bebida 3 15— [3x1] - [4 x 2] = 4 euros litro

X; — Litros de bebida fabricada del tipoi
Max {5 X, +6 X, + 4 X5}
Restriccion de zumo de pifia — 6 X; +3 X, +3 X5 <1500
Restriccion de zumo de melocoton  — 2 X; +3 X, +4 X; <2000
Restriccion de demanda — X + X, + X3 2400

Restriccion de no negatividad de las variables — X; >0
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100| |0333 0 -1] |b, b, | |1500
Xg=B?h = |500(=| -1 1 O0f|b,| = |b,|=|2000
500| [0333 0 0] |h, by 400

Comprobado que el orden de las restricciones es el correcto, analice el cambio de valor del recurso
zumo de pifa que pasa de disponer de 1500 litros a disponer solo de 1200.

E, 0,333 0 -1] |1200 0

Xg=B*b = |[S, [=| -1 1 0]-|2000|= |800
X,| (0333 0 0| 400| |[400

El tipo de solucién es degenerada, hay una variable en la base con valor nulo. Este nuevo plan de
trabajo consiste en fabricar 400 litros de la bebida 2. Con el nuevo plan, la demanda esta ajustada al
maximo, no pudiendo absorber incrementos de la misma.

2. Formule el problema dual, halle su solucion e indique como afecta el cambio del apartado
anterior.

La formulacidn del problema dual es la siguiente:

Min {1500 W, + 2000 W, + 400 W, }
6W, +2W, + W, >5
3W, +3W, + W; >6

3W, +4W, + W; >4

Su solucidn viene dada por los costes reducidos de las variables de holgura:

W, =2  W,=0 W;=0
Teorema de la ortogonalidad u holgura complementaria:

w-(A-x-b)=w-S=0
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En el ejercicio:

. S;=0 — Recurso escaso
Zumode pifia —» w;-S;=0 — .
w; =2 — Precio>0
S, =500 — Recurso libre

Zumode melocoton — w,-S,=0 — .
w,=0 — Precio=0

E, =100 — Recurso libre
Demanda — wj;-E; =0

w;=0 — Precio=0

El cambio de disponer de 1200 litros de zumo de pifia en lugar de los 1500, no afecta a la solucidn
del dual, que sigue siendo la misma que la solucion al problema inicial.

0333 0 -1
W=Cy,-B*=[0 0 6] -1 1 o0|=[2 0 0]
0333 0 0

3. Indique como se veria afectado el plan de trabajo si el contrato con los proveedores de zumo
obligara a utilizar los 1.500 litros de zumo de pifia.

Este cambio no afecta la solucién éptima dado que dicha solucién ya cumple esta restriccion S; =0
se utilizan los 1.500 litros disponibles de zumo de pifia.

4. Determine a partir de que precio resulta interesante fabricar la Bebida 1.

Dado que el modelo formulado es de maximizacion, una variable no basica entrard en la base
cuando su coste reducido sea menor o igual a cero. En este caso la variable X; entrara en la base
cuando su coste reducido sea menor o igual a cero.

Z;-C;=Cg-B"-N-Cy
1
Zy, —~Cx, =Cg Bl ay —Cy =[0 0 6]:|-4| -Cy =12 -Cy,
2
Zy, -Cx <0 = 12-Cx <0 = Cy 212
Beneficio Bebidal > 12 — py —[6x1]-[2x2] > 12 — py > 22

A partir de 22 euros el litro resulta interesante fabricar la Bebida 1.
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5. Establezca a partir de que precio resulta interesante fabricar la Bebida 3.
La variable X5 entrara en la base cuando su coste reducido sea menor o igual a cero.

Z;-C;=Cgz B N-Cy

Zy, —Cy, =Cg-B™-ay, —Cx, =[0 0 6]-|1| -Cy, =6 —Cy,

Zy, ~Cx,<0 = 6-Cyx <0 = Cy 6
Beneficio Bebida3 > 6 — py, —[3x1]-[4x2] 26 — py, =17

A partir de 17 euros el litro resulta interesante fabricar la Bebida 3.

6. Concrete a partir de que precio no resulta interesante fabricar 500 litros de la Bebida 2.

Dado que el modelo es de maximizacion, una variable no basica entrard en la base cuando su coste
reducido sea menor o igual a cero.

Z,-C,=Cy-B*-N-C,

1
Z, -C, =Cy-B*.a, -C, =0 0 C,]|-4| -5=2-C, -5
2
0
z, -C, =C,-B*.a, -C, =0 0 C, ]|1| -4=C, -4
1
0
Z, -C, =Cy,-Ba, -C, =0 0 C, ]| 1| -0=C, -0
1
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De donde:

Zy, —Cx <0 =

Zyx, —Cx, <0 = ,

Zg —C5 <0 = Cy -0<0 =  Cy,
Beneficio Bebida2 < 4 — py —[3x1]-[3x2] <4 — p,, <13

Para precios inferiores a 13 euros el litro de Bebida 2, no resulta interesante fabricar 500 litros de

dicha bebida. En este caso entraria en la base X3 la Bebida 3 y saldria:

E, | [100| |O
S, |=[500 (| 1| X,
X, | [500] |1

La Bebida 2.
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Ejercicio 3

Explique como puede usar la fase | del método simplex para resolver un sistema de n ecuaciones
lineales simultdneas con m incognitas.

Solucion:

Dado el sistema de ecuaciones >

- Xy +Fag Xy +A =b
Afiadiendo variables artificiales >
ap - Xy + -+ a8y X + A, =b,

La funcion objetivo de la fase | > Min{A, +---+ A}

La tabla correspondiente del método simplex:

Z X1 Xm Al An
z| 1] o0 = 0 -1 - -1]0
Av | 0 | an v A 1 - 0 | b
Ar| 0 | aw = am 0 1 | b,

Resolviendo la fase | obtiene la solucién del sistema lineal de ecuaciones.
Justifique como puede detectar los casos siguientes:
1. Inconsistencia del sistema de ecuaciones.

Hay inconsistencia del sistema de ecuaciones si después de la fase | queda alguna variable artificial
en la base cuyo valor es distinto de cero.

2. Redundancia de las ecuaciones.

Hay redundancia de las ecuaciones cuando hay dos filas que son linealmente dependientes. Al
finalizar la fase | queda alguna variable en la base con valor cero.

3. Solucion unica.

La solucién es Unica cuando al finalizar la fase | no queda ninguna variable artificial en la base y
todas las variables bdsicas son distintas de cero.
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4. Razone como puede encontrar en el apartado anterior la matriz inversa del sistema de
ecuaciones. llustrelo resolviendo el siguiente sistema:

5X, +2 X, +1X5 =800
1X; +2 X, +4 X, =900
1X, +1X, +1X; =350
Solucion:
En primer lugar se incluyen en el modelo las variables artificiales que corresponda:
5X;+2X, +1X5;+1A; =800
1X;+2X, +4X5+1A, =900
1X; +1X, +1X5 +1A, =350
Resuelva seguidamente la fase | del método simplex:
Min {+1A; +1A, +1A,}
5X;+2X, +1X5+1A, =800
1X;+2X, +4X53+1A, =900
1X; +1X, +1X5 +1A, =350
X; >0 A; >0

En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcidn objetivo:

Z;-C;=Cg-B™"-N-Cy

521
Z;-C;=Cg-B*-N-C;=[1 1 1|1 2 4| -[o 0 0]=[7 5 6]
111

800

Z=Cg-Xg=[ 1 1]-|900|=2.050
350
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Z [ X X X5 A A A

Zz |17 5 6 0 0 0 | 2050
AAlols 2 1 1 o o0 | 800
A,lo|l1 2 4 0o 1 0| 90
A, ol 1 1 1 0 0 1 | 35

Iteracion 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
in 210 v, ol (20,0 )20

X, 3 511 5

Z [ X X X5 A A A
Zz 1] 0 22 46 -14 0 0 | 930
XX ol 1 04 02 02 0 0 | 160
A, lO| O 16 38 -02 1 0 | 740
A, |O| O 06 08 -02 0 1 | 190

Iteracién 2 - Entra en la base X3 ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
in 210 v ol o150 70 20} 70,
Y 3

X 02’3808/ 38
Z X X X A A A
z 1[0 023 0 -1158 -1211 0 | 3421
X [0 1 0316 o0 0211 -0053 0 | 1211
X [0 | 0 0421 1 -0053 0263 0 | 1947
A, |0O] 0 023 0 -0158 -0211 1 | 3421

Iteracién 3 - Entra en la base X, ya que es la Unica que tiene el coste reducido positivo. Sale de la
base:

B .
Mm{ b Ve > 0}_ Min { 1211 194,7 34,21} 34,21 .
Y 3

X, 0316 '0,421'0,263] 0,263
Z [ X X X5 A A, As
z |10 0o 0O -1 -1 -1 0
X |01 0 0 04 02 -12] 80
X /0] 0 0 1 02 06 -16 | 140
X, /0] 0O 1 0 -06 -08 38 | 130

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es de
minimizacion.

Donde en la tabla inicial se halla la base, en la tabla final se encuentra la matriz inversa del sistema
de ecuaciones. En la fase | del método simplex la matriz basica inicial la forman las variables
artificiales, por lo que dicha posicidn al finalizar la fase | la ocupara la matriz inversa del sistema de
ecuaciones. En el ejercicio la matriz inversa del sistema de ecuaciones es la matriz:
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04 02 -12
02 06 -16
-06 -08 38

Puede comprobarse que ciertamente es la matriz inversa calculando por ejemplo el valor de las
variables basicas:

04 02 -12/| 800 80
Xg=B'-b=| 02 06 -16-|900|=|140
-06 -08 38| |350| |130

Solucién que se corresponde con la calculada mediante el método simplex tabular.
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Ejercicio 4
Una empresa estd estudiando llevar a cabo una campafia publicitaria, para ello dispone de
1.000.000 de euros. Puede difundir sus anuncios en dos canales publicitarios distintos, el primero de
ellos cobra 15.000 euros cada vez que emite un anuncio, mientras que el seqgundo cobra el doble. La
probabilidad de que un anuncio del primer canal sea visto es del 30 %, mientras que del segundo es
del 70 %. Como minimo deben emitirse 26 anuncios en el primer canal y 13 en el sequndo.
Se pide:
1. Determine el numero de anuncios que debe lanzar en cada canal de manera que maximice la
probabilidad de que se vea el anuncio de la empresa, teniendo en cuenta la restriccion
presupuestaria y las del numero de anuncios.
X; — Numero de anuncios a emitir en el canal i
Max {0,3 X, +0,7 X, }
Restriccion presup uestaria  — 15000 X; + 30000 X, <1000000
Restriccion del ndmero de anuncios minimo  — X, > 26
Restriccion del nimero de anuncios minimo  — X, >13
Restriccion de no negatividad de las variables — X; 20
Fase 1:
Min {LA; +1A,}
15X, +30 X, +1S, =1000
X, —1E; +1A, =26
X, —1E, +1A, =13

X

>0
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Siendo el coste reducido de las variables no basicas:

1530 0 0
z;-C;j=fo 111 0 -1 0o|-[0o 0 0 0O]=ft 1 -1 -1]
01 0 -1
1000
Z=Cg-Xg =[0 1 1]-| 26 |=39
13
Z [ X% X S B B A A
z 1] 1 1 0o -1 -1 0 0 39
S, |o[15 3 1 o o o0 o0 | 1000
AlOl1 0o 0o -1 0 1 0 26
Ao J]olo 1 0o o0 -1 o0 1 13

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo. Sale de la base:

BT .
Min J,Yx >0 =M|n{@,—,g}=13 - A,
Yx, 2 30 1

Z[ X X S E E A A
z|1]1 o o -1 o o -1] 26
s,/0/15 0 1 0 30 0 -30]|610
AAlOl1 0o 0o -1 0 1 o0 |26
X, /00 1 0o o -1 0 1 | 13

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo. Sale de la base:

-1
Min B—b,YX >0 :Min{@,ﬁ,f}:% - A
Yy, ! 15 1

Z[X % S E E A A
z[1/o 0o 0o o 0o -1 -1] 0

s,/olo0o 0o 1 15 30 -15 -30| 220
XX|o|l1 o 0 -1 0 1 0 |26
X, /0lo 1 o o -1 0 1 | 13
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Fase 2:
Max {03 X, +07 X, - M A, - M A,}
15000 X; + 30000 X, + 1S, =1000000
X, -1E, +1A, =26
X, -1E, +1A, =13

X; >0

15 30 -15 -30
z,-C;=[0 03 07]-/-1 0 1 0 |-[0 0 -M -M]
0 -1 0 1

Z,-C;=[-03 -07 03+M 07+M]

220
Z=Cg-Xg =[0 03 07]-| 26|=169
13
Z| X X S EE A A,

z|1]0 0 0 -03 -07 03+M 0,7+M | 169
s;/0/0 0o 1 15 30 -15 -30 | 220
X[0/1 0o 0 -1 0 1 0 26
X, |[0Jo 1 0o 0 -1 0 1 13

Iteracion 3 - Entra en la base E, ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min{B b,YE >0}:Min{220 —,—}—220 - §
Y 2
2

i 30’ "~ 30
Z[x X S L E Ay A,
z[1]0 0 0023 005 0 -005+M +M | 22,03
EE|0[0 0 003 05 1 -0,5 -1 [ 7,33
X;[0[1 0 0O -1 0 1 0| 26
X,|0]0 1 003 05 0 -0,5 0 | 2033

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. La solucion déptima consiste en emitir 26 anuncios por el primer canal y 20,33
anuncios por el segundo canal.
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2. Halle la solucion que se obtiene si elimina la segunda restriccion.

Si elimina la restriccidn que obliga a emitir como minimo 26 anuncios en el primer canal, el numero
de anuncios minimo a emitir por el primer canal es de cero tal y como indica la restriccién de no
negatividad de las variables. Siendo la nueva solucion:

X _pi.p_|003 —1]|1000 12033 |E,
B 1003 0| | 13| |3333] |X,

20,33

Z=Cg-Xg =[0 0,7]{3333

} =23,33

2 _c=fp 07] {0,03 —1} {15 10
i=Cp=0 0rf :

}—[0,3 0 0]=[0,05 0,023 0]
003 0/|0 0 -1

La nueva solucién 6ptima consiste en emitir 0 anuncios por el primer canal y 33,33 anuncios por el
segundo canal.

3. éYsielimina la tercera restriccion?

Si elimina la restriccion que obliga a emitir como minimo 13 anuncios en el segundo canal, el

numero de anuncios minimo a emitir por el segundo canal es de cero tal y como indica la restriccion
de no negatividad de las variables. Siendo la nueva solucién:

o 003 -05] |1000| [2033] [|X,
Xg=Bt.b= : = =
0 1| 26 2] |X
20,33
Z=Cg-Xg =[07 03] 5 |~ 2203

003 -05][15 30 1 0
z,-c;=o7 0,3][ }[

}—[0,3 07 0 0]=[o 0 0023 0,05]
0 11 o o 1

La nueva solucion dptima consiste en emitir 26 anuncios por el primer canal y 20,33 anuncios por el
segundo canal.

4. Si la empresa dispusiese de mds dinero para invertir, élo invertiria en la primera o en la segunda
cadena de television? é Por qué?

003 -05 —1| 1000 + Ab; 7,33+0,03-Ab, | |E,
Xg=Bt.-b=| 0 1 0| 26 =| 26 =X,
003 -05 0| 13 20,33+0,03-Ab, | | X,

Invertiria en el segundo canal ya que es el Unico al que le afecta la inversidn.
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5. ¢éA partir de qué coste resulta interesante difundir anuncios en una tercera cadena que
proporcione el 50 % de probabilidad de que un telespectador vea el anuncio?

El modelo incluyendo el tercer canal es el siguiente:

Max {0,3 X, +0,7 X, +05X,}
Restriccion presup uestaria  — 15000 X; + 30000 X, + A X, <1000000
Restriccion del nimero de anuncios minimo —  X; >26
Restriccion del nimero de anuncios minimo — X, >13

Restriccion de no negatividad de las variables — X; 20

z, -C, =C,-B*-a, ~C,

3

003 -05 -1][A
Z,, -Cy =0 03 07]| © 1 0/|0|-05=0023-A-05
003 -05 0|0
Z,,-C,, <0 = 0023-A-05<0 =  A<21.428

Resulta interesante difundir anuncios en el tercer canal siempre que su coste sea inferior a
21.428,57 euros cada vez que emite un anuncio.

6. (Qué solucion obtendria si el primer canal duplicara el coste de los anuncios?

Fase 1:

Min LA, +1A,}
30 X; +30 X, +1S; =1000
X, —1E; +1A, =26
X, -1E, +1A, =13

X,

>0
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30 30 0 0
z;-c;=p 111 0o -1 o|-o 00 o= 1 -1 -1]
0 1 0 -1
1000
Z=Cqg-Xg =[0 1 1]-| 26 |=39
13
Z X X S BB A A
z[1]1 1 o0 -1 -1 0 o0 39
s, |03 3 1 o o0 o0 0 | 1000
AAlO] 1 0o o0 -1 0 1 o0 26
A, JOoO] O 1 o0 0 -1 o0 1 13

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo. Sale de la base:

-1
Min B—b,YX >0¢=Min @75 =13 > A,
Y 2 30

Z[ X %X S & E A A
z|l1]l1 o o -1 o o0 -1 | 26
s, |o[3 o 1 o0 30 o0 -30] 610
AJlO] 1 o o -1 o0 1 0 26
X, ol o 1 o o0 -1 0 1 13

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo. Sale de la base:

-1
Min B b,YX >0 :Min{@,é,—}=@ - S
Yx, ! 30 1 30

Z[x, X S E E A A
z|1l0 0o -003 -1 -1 0 0| 567
X, |01 0 003 0 1 0 -1]2033
A,lOlO 0 -003 -1 -1 1 1| 567
X, [0/l0o 1 o 0 -1 0 1| 13

Ninguna variable puede entrar en la base dado que no hay ninguna variable no bésica cuyo coste
reducido sea positivo. Se ha llegado pues al final de la fase | con una variable artificial en la base, lo
que indica que la solucién es infactible.
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Ejercicio 5
Una refineria puede comprar petroleo crudo ligero y petrdleo crudo pesado. El coste por barril de

estos tipos de petrdleo es de 11 y 9 euros, respectivamente. De cada tipo de petréleo se producen
por barril las siguientes cantidades de gasolina, keroseno y combustible para reactores.

Gasolina Keroseno Combustible
Petroleo crudo ligero 0,40 0,20 0,35
Petroleo crudo pesado 0,32 0,40 0,20

En el proceso de refinamiento se pierde el 5 % y el 8 % del crudo, respectivamente. La refineria tiene
un contrato para entregar un millon de barriles de gasolina, cuatrocientos mil barriles de keroseno, y
doscientos cincuenta mil barriles de combustible para reactores. Determine el nimero de barriles de
cada tipo de petrdleo crudo que satisfacen la demanda y minimizan el coste.

Solucién
Min 11X, +9 Xp}
0,40 X +0,32 X, >1.000.000
0,20 X, + 0,40 X, > 400.000
0,35 X, +0,20 X, > 250.000
X, >0 Xp 20
Este modelo puede resolverse graficamente:

X, =000 X, =3125

0,40 X, +0,32 X, >1.000.000
LR T - {XL =250 X, =0,000

X =0 Xp=1
0,20 X, + 0,40 X > 400.000

X =2 X,=0
X, =000 Xp=1250

035 X, +0,20 X, > 250.000
LR - {xL ~071 X, =0,000

Z=36 X_ =000 X,=4

11X, +9Xp =2
LTI {2_36 X, =327 X, =0
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N
N

N Optimo X, = 2,5
N

| | | N| |
[ | N [ [ [ INCT [ Xp
Gasolina

Combustible

Keroseno

El punto éptimo es X, = 2,5 que implica la produccién de 2.500.000 barriles de crudo ligero y ningun
barril de crudo pesado.

Otra solucién posible consiste en aplicar el método simplex en su formato de tabla, para ello

primero debe incluir en el modelo las variables de holgura y las variables de exceso que
correspondan con la finalidad de expresar el modelo en formato estandar:

Min 11X, +9 X;}
0,40 X, +0,32 X, —1E,; =1.000.000
0,20 X, + 0,40 X, —1E, = 400.000
0,35 X, + 0,20 X, —1E4 = 250.000
X, >0 Xp 20 E;>0 i=1..3

Las ecuaciones que tienen variables de exceso deben multiplicarse por (- 1) en ambos lados con la
finalidad de hacer positivo el coeficiente de la variable de exceso y formar asi el vector unitario que
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permita tomar esta variable de exceso como una variable basica inicial, sin necesidad de agregar
una variable artificial a esa restriccion.

zZ| x X» E; E, Es
z|1]-12 -9 0 o0 o 0
E,|]0|-040 -032 1 0 o0 |-1000
E,|0|-020 -040 0 1 0| -400
E,/0/-035 -020 0 0 1| -250

La solucidon resultante si bien es dptima dado que todos los costes reducidos son negativos y el
problema es de minimizacidn, no es factible dado que no cumple con la condicidn de no negatividad
de las variables. Para reconstruir la factibilidad debe aplicar el método simplex dual.

Iteracidn 1 - Sale de la base E; ya que su valor es negativo (no es factible), y de todos los valores
negativos de las variables basicas, el mayor en valor absoluto. Entra de la base:

Z, -c; 11 -
Min =1 2 <0 :Min{i,i}:zzs SoX,
ag,; & 0,40 032

Z | x Xp E, E, E;
Z | 1] 0 -02 -275 0 0 | 27500
X o1 0,8 -2,5 0 o0 | 2500
E, | 0| 0 -024 -05 1 0 100
£ | 0| 0 008 -0875 0 1 625

Esta solucidn es factible dado que todos los valores de las variables basicas son positivos, y ademas
es Optima ya que los costes reducidos de las variables no basicas son negativos y el problema es de
minimizacion, luego ninguna variable puede entrar en la base con el objetivo de mejorar la solucién
actual. La solucidn se corresponde con la hallada con anterioridad graficamente fabricar 2.500.000
barriles de crudo ligero y ningln barril de crudo pesado.
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Ejercicio 6
Resuelva el siguiente problema mediante el simplex tabular:
Min {-2 X, -4 X,}
2X,+3X,<7

8X, <4

Solucion

Anadiendo al modelo las variables de holgura que corresponden:

Min {-2X; -4 X,}
2X;+3X, +1S, =7

8X, +1S, =4

Siendo el coste reducido de las variables no basicas:
Z;-C;=Cg-B'-N-Cy
Z;-C;=Cg -B*-N-C;=[0 0]-B*-N-[-2 -4]=[2 4]

Z=Cg-Xg=[0 0]-Xg=0

Zl X X S S,

z |12 4 o oo
s,lol2 3 1 o]7
s, lolo 8 o0 114

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:
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-1
Min B—b,YX >0 =Min{z,£}=£ - S,
Yy, 7 3'8) 8

Zl X X S S,

z 1] 2 o o -0,5 -2
s,ol 2 o 1 -0375 |55
X, ol o 1 o0 0125 |05

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min]B 2 v, >0 :Min{ﬁ,_}:“ s
Yy, 2 2

Z[ X X S S,

Zz | 1] 0 o -1 -0125 ] -75
XX |0 1 0 05 -0188 | 2,75
X, o]l o 1 o 0,125 | 0,5

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la

solucidn actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es de
minimizacion. La solucién dptima:

X, =275 X,=05 Z=-75
Otra solucion posible consiste en resolver el problema graficamente:

X, =000 X,=233
2X, +3X,<7

X; =350 X,=0,00
8X,<4 — {X;=00 X,=05

Z=8 X;=0 X,=-2

—2X, -4X,=Z >
Z=8 X,=4 X,=0
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Ejercicio 7

Resuelva el siguiente problema mediante el simplex tabular:

Max {2 X; +5X,}
2X, -4X, <8

-3X; +8X, <11

Soluciéon

Afadiendo al modelo las variables de holgura que corresponden:

Max {2 X; +5 X, }
2X, -4X, +1S, =8

—3X, +8X, +1S, =11

Siendo el coste reducido de las variables no basicas:
Z;-Cj=Cg B N-C,
Z;-C;=Cg-B*-N-C;=[0 0]-B* N -[2 5]=[-2 -5]

Z=Cg-Xg=[0 0]-Xg=0

Z X X S S,
Z|1]-2 -5 0o o] o
s,|ol 2 -4 1 o] 8
s, |o]-3 8 o0 1|11

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el

mayor en valor absoluto. Sale de la base:
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1
M0 v, >0 =Min{_,E}=E S s,
Yx, 2 8 8

Z X X, S S,

Zz | 1]-385 0 0 0625 6875
s, | o 0,5 0o 1 0,5 13,5
X, | 0| -0375 1 0 0125 | 1,375

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor en valor absoluto. Sale de la base:

-1
Min{B b v, >o}=|v|in{13'5 —}:13'5 - 5
Y 1

X, 05" 05
2| X % S S,
z |10 o0 775 45 | 1115
X, 0| 1 o0 2 1 27
X, /0] 0o 1 075 05| 115

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidén actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. La solucién dptima:

X,=27 X,=115  Z=1115
Otra solucion posible consiste en resolver el problema graficamente:

X, =0 X,=-2
2X,-4X,=8 —
X, =4 X,=0
X, =0 X, =1375
3%, +8X, =11 —
X;=-366 X,=0
Z=10 X,=0 X,=2

2X,+5X,=2 -
Z=10 X,=5 X,=0
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v
\ Optimo X, =27 X,=115
\
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Ejercicio 8

Resuelva el siguiente problema mediante el simplex tabular:

Max {5 X; -7 X, }
10X, +3X, <3

6X, —2X, <2

Solucion

Afadiendo al modelo las variables de holgura que corresponden:

Max {5 X, =7 X, }
10X, +3X, +1S; =3

6X, —2X, +1S, =2

Siendo el coste reducido de las variables no basicas:
Z;-C;j=Cg-B™ N-Cy
Z;-C;=Cg-B*-N-C;=[0 0]-B*N-[5 -7]=[-5 7]

Z=Cg-Xg=[0 0]-Xz=0

Z X X% S S,
Zz|1]-5 7 o oo
s,|ol10 3 1 o3
S, |o] 6 -2 0 1|2

Iteracion 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor en valor absoluto. Sale de la base:

-1
Min {22 v, >0 =Min{i,3}=i S5
Yy, 10°6/ 10
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Zl X X s, S,
z | 1] 0 85 05 0 | 15
X, | o]l 1 03 01 0 | 03
s, 0|l 0o -38 -06 1|02

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidén actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. La solucién dptima:

X, =03 X,=02 Z=15

Otra solucion posible consiste en resolver el problema graficamente:

X, =0 X,=1
10X, +3X, =3 —

X, =03 X, =0

X, =0 X,=-1
6X, -2X,=2 —

X, =033 X,=0
Z=35 X,=0 X,=-5

5X,-7X,=Z —
Z=35 X;=7 X,=0

/
/
1 /
/
/
—_ /
/

Xy /

- /

/
/
T 7/
/
1/ o
Optimo X; =0,3 X;=0
ya
/ Xz
————TT— —t—
/‘ P
/
/

/
/
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Ejercicio9

Tres productos son fabricados en una mdquina. El tiempo de preparacion de cada producto es de 2,
3y 4 minutos respectivamente, y el tiempo de proceso de 3, 2 y 1 minutos. El beneficio aportado por
cada producto es respectivamente de 12, 10 y 15 euros. Se dispone de 100 minutos de mdquina y
200 para la preparacion de la misma. Determine el numero dptimo de unidades a fabricar de cada

articulo.
Solucién
Definicion de las variables:

X; = Cantidad a fabricar del producto i

Max {12 X; +10 X, +15 X, }
2X;, +3X, +4 X4 <200
3X; +2X, +1X4 <100

X,20  X,20 X520

Transformando las desigualdades en igualdades introduciendo variables holgura:

Max {12 X; +10 X, +15 X}
2X,+3X, +4X53+5;, =200

3X;+2X, +1X; +S, =100

En primer lugar se calculan los costes reducidos de cada variable:

2 3 4

Z;-C;=Cg-B*-N-Cy=[0 o]{3 5 1

J—[lZ 10 15]=[-12 -10 -15]
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Resolviendo mediante el método simplex tabular:

Z | x X, X;s S S,

Z | 1]-12 -10 -15 0 o0 0
s, | o 2 3 4 1 0 | 200
s, | o| 3 2 1 0 1 | 100

Iteracion 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor en valor absoluto. Sale de la base:

-1
Min B b,YX >0¢=Min @Q =50 —» S
Y 8 4 1

X3

Z | X X, X3 S, S,

Z | 1]-45 125 0 375 0 | 750
X; 0] 05 075 1 025 0| 50
s, |o| 25 125 0 -025 1 | 50

teracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo. Sale de la base:

-1
Min]B 2 v, solomindX0 20l 46 s,
s 05'25

Z[ X X X S S,

z |10 35 o0 33 18 | 840
;|0 0o o5 1 03 -02]| 40
X, /ol 1 o5 o0 -01 04 | 20

No puede entrar ninguna variable en la base porque todas las variables tienen costes reducidos

p
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Ejercicio 10

La siguiente tabla muestra la solucion éptima de un problema de programacion lineal, donde S; y S,
son las variables de holgura de la primera y sequnda restricciones del problema original.

Z[X X X5 S5 S,

Z|1]0 35 0 33 18 |840
X;|[ol0 05 1 03 -02] 40
X, [0/1 05 0 -01 04 | 20

1. Escriba el problema original

El problema original es de maximizaciéon dado que la tabla muestra la soluciéon éptima y todos los
costes reducidos de las variables no bdsicas son positivos.

-1
Y;=B" g

vo _gta 5 [9]_[ 03 -02] [ay
X % 1] |-01 04| |ay
05 03 -02] [a
Yx, =Bl ay - = e
05| |-01 04| |ay

4 17 [ 03 -02] [ay
Y =Blax 2 015 o1 04|
-0, ) ay3

A continuacién calcula el término independiente:

X —glp — |%[_| 08 -02| b,
B 20| |-01 04| |b,

Y los costes de las variables:

A
)]
EH

o)L oo

Z,-C,=C,-B*-3,-C,

03 -02] [1
s, » 33=[c, C.]- o1 o4llgl70 = 33=03C, - 01C,
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03 -02] 10
s, » 18=[c,, ¢.J o1 oully|70 = 18=-02C + 0aC,

33= 03C, - 01C,

= Cy =15 Cy = 12
18=-02C, + 04 cx} - Y .

03 -02] [3
X, - 35=[c,. c.] o1 oallyl-en = =10

Con todos estos datos puede formular el problema inicial:

Max {12 X; +10 X, +15 X5}
2X; +3X, +4X; <200

3X; +2X, +1X;5 <100

Otra solucion posible consiste en reconstruir la tabla inicial a partir de la tabla final, para ello deberd
convertir en basicas las variables holgura, variables que conforman la base inicial.

z [ x X, ;s S S,
z |1]-12 -10 -15 0 o0 0

X; | 0] 2 3 4 1 0 | 200
X, | 0| 3 2 1 0 1 | 100

2. Formule el dual del problema original.

Min {200 W, +100 W, }
2W, +3W, >12
3W, +2 W, >10
4W, +1W, >15
W, , W, >0
3. Halle la solucidon éptima del problema dual usando la tabla anterior.
W, =33 W,=18 Z=840

El valor de las variables duales se corresponde con el valor del coste reducido de las variables de
holgura.
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Ejercicio 11
Resolver el siguiente programa lineal utilizando la técnica del simplex en su forma producto de la

inversa, es decir, llevando la inversa de la base en cada iteracion en forma de producto de matrices
elementales:

Min {-2X; —3X,}
3X, +2X,<7
—2X, +2X,<2
Xy, X, 20
Solucién

Afadiendo al modelo las variables de holgura que corresponda, con la finalidad de expresar el
modelo en formato estandar:

Min {-2X; —=3X,}
3X, +2X, +1S, =7
—2X; +2X, +1S, =2
X1,X,20

Iteracion 1
Xg =B b= LOLT T B
0 1|1(2] |2 |S,
7
Z=Cg-Xg=[0 o]-M:o

Z;-C;=Cg-B;' N-Cy=[0 o].Ll) SH_:; ﬂ—[—z -3]=[2 3

Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos el mayor. Sale de
la base:
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Yx, =Bi- Ay, {(l) ﬂﬁHzJ

Iteracion 2

oot ogn oo oo o[1)-[5 |

Z=Cg Xg=[0 4]-@:73

W=Cg-B;!=Cg -E, =[0 —3][(‘)3:[0 ~15]

Z]-—CJ=W'N—CN=[0 —1,5]'{_?; 2-)}_[_2 O]=[5 0]

Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos el mayor. Sale de
la base:
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westaes s )

Z=Cg Xg=[-2 —3][12}=—8

Iteracion 3

W=Cgy-B3'!=Cy-E, -E; =[-2 -3] 0211 =[-1 -05]
02| 05

Z;-C;=W-N-Cy =[-1 o,s]E ﬂ[o 0]=[-1 -o05]

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es de
minimizacion. Siendo la solucién éptima:
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Ejercicio 12

Un fabricante de bebidas refrescantes estd interesado en mezclar tres de sus actuales marcas de
fdbrica (marca 1, marca 2, marca 3) para obtener tres nuevos productos de alta calidad (Producto 1,
Producto 2 y Producto 3), que desea vender al precio de 4, 3 y 2 euros por botella, respectivamente.

Sélo puede importar 2.000 botellas de la marca 1, 4.000 de la marca 2 y 1.000 de la marca 3, siendo
el precio que debe pagar de 3, 2 y 1 euro por cada tipo de botella.

El fabricante requiere que el Producto 1 contenga como minimo el 80% de la marca 1 y como
mdximo el 20% de la marca 3. El producto 2 deberd contener como minimo el 20% de la marca 1y

no mds del 80% de la marca 3. El producto 3 no podrd contener mds del 70% de la marca 3.

Formule el modelo que permitird al fabricante hallar las mezclas que le produciran el madximo
beneficio.

Solucion
Definicién de las variables:
X;; = Cantidad de la marca i en el producto j

Funcién objetivo:

Max {4 : (Xll + Xt X31)+ 3 (Xlz + Xpo + st)Jr 2. (X13 +Xoz + X33)_ }
3 (Xll +Xpp + XlS)_ 2. (le + Xy + Xzs)_l‘ (X31 +Xgp + Xas)

Restricciones de capacidad de importacion:
Xqq1 + Xqp + X3 <2.000
X1+ Xyy + X3 <4.000

X3q + X3, + X33 <1.000

65



Problemas resueltos de programacion lineal

Requerimientos de cada uno de los productos:

Xy 20,8 [Xqq + Xy + Xy ]
X31<0,2-[Xqq + X1 + Xg]
X1 20,2 [Xqp + Xy + X3]
X35 <0.8-[X1y + Xy + X35

X33 0,7 [Xyg + X5 + X35]

Condicidn de no negatividad de las variables:
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Ejercicio 13

Un granjero tiene 600 acres de terreno y desea determinar el nimero de acres que asignard a cada
una de las tres cosechas siguientes: tomates, pimientos y espinacas. Los dias hombre, el coste de
preparacion y la ganancia por acre de cada una de las cosechas se muestran en la tabla siguiente:

Cosecha | Dias hombre | Coste preparacion | Beneficio
Tomates 5 12 6
Pimientos 8 18 12
Espinacas 13 14 10

Suponga que el numero de dias hombre disponibles es de 4.000, y que el granjero tiene 6.000 euros
para preparacion.

1. Determine si conviene contratar ayuda adicional a 6 euros por hora. Suponga una jornada laboral
de 8 horas.

X; — Acres dedicados al cultivoi i=T,P,E
Max {6 X1 +12 Xp +10 X¢ }
Restriccion de dias hom bre disponibles — 5 X +8 X, +13 X <4000
Im porte disponible para preparacion — 12 X, +18 X, +14 X <6000
Restriccion de acres de terreno disponibles —  Xq + Xp + Xg <600

X1, Xp , Xg 20

Afadiendo al modelo las variables de holgura que corresponden:

Max {6 X +12 X +10 X¢ }
5X; +8Xp +13Xg +1S,; = 4000
12 X7 +18 Xp +14 X +1S, = 6000
X1+ Xp +Xg +1S5; =600

X1, Xp , Xg 20
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Siendo el coste reducido de las variables no basicas:
Z;-C;=Cg-B™"-N-Cy
Z;-C;=Cg-B*-N-C;=[0 0 0]-B* N -[6 12 10]=[-6 -12 -10]

Z=Cg-Xg=[0 0 0]-Xz=0

Z | % X Xe S1 S, S
Z|1]-6 -12 -10 0 0 0O 0
s,| o] s 8 13 1 0 0 | 4000
s, /0|12 18 14 0 1 0 | 6000
s;s | o] 1 1 1 0 0 1 | 600

Iteracion 1 - Entra en la base Xp ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor en valor absoluto. Sale de la base:

-1
min /B2 v oo :Min{moo,sooo’@}:eooo LS,
Yy, 8 '18 ' 1] 18

z X Xo Xe S, S, S,
z |1 2 0 -066 O 0,66 0 | 4000
s, | 0] -03 o0 677 1 -0,4 0 | 1333
X» | 0| o666 1 077 0 0056 O | 3333
S; | 0] 0333 0 02 0 -005% 1 | 2667

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor en valor absoluto. Sale de la base:

-1
Min B™b Y, >0l=Min 1333 7 333,3’ 266,7| 1333 S5
Yx, E 6,77 0,77 0,22 6,77

z X Xo  Xe S, S, S
z | 1| 197 0 0 009 0623 0 | 41311
Xe | 0| -0049 0 1 0,148 -0066 0 | 1967
X» | 0| 0706 1 0 -0115 0,07 0 | 1803
Ss | 0| 0344 0 0 -0033 -0041 1 223

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidn actual, ya que el coste reducido de las variables no bdsicas es positivo y el problema es de
maximizacion. La solucién éptima consiste en dedicar 196,7 acres de terreno al cultivo de las
espinacas, y 180,3 acres al cultivo de los pimientos, alcanzandose un beneficio de 4.131 euros.
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Z=C,-Xz=Cy-B"-b=W-b

az =0,098 —» Beneficio adicional por la adquisicion de una unidad extra de recurso 1

1

Cada dia hombre (8 horas) de ayuda adicional proporciona un beneficio adicional de 0,098 euros a
un coste de 48 euros dia, por tanto no interesa contratar ayuda adicional.

Coste (48 euros) > Beneficio (0,098 euros)

2. Suponga que el granjero tiene un contrato para entregar al menos el equivalente a 200 acres de
tomate, use andlisis de la sensibilidad para encontrar la nueva solucidn dptima.

Incorporando la nueva restriccidon X; = 200 a la tabla éptima, resulta:

z X Xo  Xe S, S, S; S,
z | 1] 197 0 0 009 0623 0 0 | 41311
Xe | 0| -0049 0 1 0148 -0066 O O | 1967
X» |0 | 0705 1 0 -0115 0107 0 0 | 1803
s; | 0| 0384 o0 0 -0033 -0041 1 O 223
S, | 0 -1 0 0 0 0 0 1 | -200

La solucion resultante si bien es doptima dado que todos los costes reducidos son positivos y el
problema es de maximizacidon, no es factible dado que no cumple con la condicion de no
negatividad de las variables. Para reconstruir la factibilidad debe aplicar el método simplex dual.

Iteracidn 1 - Sale de la base S, ya que su valor es negativo (no es factible). Entra de la base:

Z._C.
Min{ S0 ag <0 =Min{@,—,—}:1,97 S X,
aSA’j 1

Z X X X S, S, S, S,
Zz|1]0 o o0 0098 062 0 -197 | 37371
X |0 0 0o 1 0148 -0066 O 0049 | 2065
X» | 0| 0 1 0o -0115 0107 O -0,705 | 39,3
s;s 0] 0 0o 0 -003 -0041 1 -0344 | 154,22
XX [0 1 o0 o0 0 0 0 1 200

La solucion hallada es 6ptima y factible. La solucién dptima consiste en dedicar 206,5 acres de
terreno al cultivo de las espinacas, 39,3 acres al cultivo de pimientos, y 200 acres al cultivo de
tomates, alcanzandose un beneficio de 3.737,1 euros.
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Ejercicio 14

Una empresa ensambla un producto que consta de tres piezas denominadas AA, BB, y CC. Las piezas
AA y BB las fabrica la propia empresa, mientras que las piezas CC las compra a otro fabricante. Los
tiempos de proceso, en horas, requeridos por cada pieza en cada uno de los procesos vienen dados

en la tabla siguiente:

Problemas resueltos de programacion lineal

Proceso 1 | Proceso 2 | Proceso 3 | Proceso4 | Proceso 5
AA 1 0,5 0,5
BB 1,5 0,5 0,5 0,5

La empresa dispone de 20 mdquinas que pueden realizar el proceso 1, 5 el proceso 2, 10 el proceso
3, 5 el proceso 4y 5 el proceso 5. Cada mdquina trabaja un mdximo de cinco dias cada semana a
razon de cincuenta semanas al afio, en jornadas laborables de 8 horas diarias. Determine el nimero

mdximo de conjuntos ensamblados que puede producir.

Soluciéon
Horas anuales disponibles

Proceso 1 20 x 2000 = 40.000 horas

Proceso 2 5 x 2000 = 10.000 horas

Proceso 3 10 x 2000 = 20.000 horas

Proceso 4 3 x 2000 = 6.000 horas

Proceso 5 6 x 2000 = 12.000 horas
Definicién de las variables:

X; = Numero de unidades a fabricar de la piezai i=AA, BB, CC

Capacidad disponible —

Max {XAA}: Max {X gg | = Max {ch}

Procesol —

Proceso 2 —
Proceso 3 —
Proceso 4 —
Proceso5 —

1-Xpn +15- X gg <40.000
05-Xaa +0,0- X5 £10.000
05X an +0,5- X g <20.000
00X aa +0,5- X g <6.000
0,0 Xaa +0,5- X g <12.000

Restriccion de montaje — X a = Xpgg = X¢c

No negatividad de las var iables —

Xaa s Xgg 1 X¢ge 20
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A partir de la restriccién de montaje puede rescribirse el modelo:
Max {X an }
Procesol — 25-X;a <40.000 = Xaa <16.000
Proceso 2 — 0,5:-Xpa £10.000 = Xpa <20.000
Proceso 3 — 1-Xpa 20000 = Xaa <20.000
Proceso 4 — 05:-Xpp £6.000 = Xpa <12.000
Proceso5 — 05-Xpn 12000 = X <24.000

No negatividad de las variables — Xaa 20

De donde Xaa = 12.000. Por lo tanto, se fabricaran 12.000 conjuntos que contengan las piezas AA, BB
y CC ensambladas.
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Ejercicio 15

Se desea planificar la produccion de dos productos XA y ZA. La demanda prevista para los proximos

meses viene dada en la tabla siguiente:

Enero Febrero Marzo Abril
Producto XA 300 600 600 500
Producto ZA 700 500 800 500

El inventario a principios de afio de los productos XA y ZA es de 100 y 200 respectivamente. Al

finalizar el horizonte de planificacion se desea disponer al menos de 300 unidades del producto ZA.

Los costes de almacenaje de los productos XA y ZA son respectivamente de 2 euros y 1 euro por

unidad almacenada y mes. Debido a limitaciones de espacio, la cantidad de productos almacenados
no puede exceder de 300 unidades mensuales. La cantidad mdxima que puede fabricarse
mensualmente es de 400 unidades de XA y 700 de ZA. Formule el problema de de planificacion de la
produccion teniendo como objetivo minimizar el coste total de inventario.

Solucion

Definicion de las variables:

X;; = Unidades fabricadas del producto i en el mes j

Sij = Inventario disponible del producto i a finales del mes j

i=XA, ZA

Funcién objetivo:

j = enero, febrero, marzo, abril

abril

abril

Mind 2% D Syaj [+[1x > Sz

j=enero

Restricciones de inventario del producto XA:

j=enero

SXA, enero — 100 + XXA, enero 300

SXA, febrero = SXA, enero T XXA, febrero 600

SXA, marzo — SXA, febrero T XXA, marzo 600

SXA, abril = SXA, marzo T XXA, abril — 500
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Restricciones de inventario del producto ZA:

SZA, enero — 200 + XZA, enero 700

SZA,febrero = SZA,enero + XZA,febrero -500

SZA, marzo — SZA,febrero + XZA, marzo -800

SZA,abriI = SZA, marzo t XZA, abril — 500

Restricciones de inventario disponible del producto ZA a finales del mes de abril:

Sza, abril 300

Restricciones de capacidad maxima de produccién mensual:

Xxa, j <400
j=enero, febrero , marzo, abril
Xza,j <700

Restricciones de capacidad de almacenamiento:

S><A,enero + SZA, enero <300

sXA,]‘ebrero + SZA,febrero <300
SXA, marzo T+ SZA, marzo <300

Sxa, abrit +Sza, aprit <300

Condicidon de no negatividad de las variables:
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Ejercicio 16
Dado el siguiente problema de programacion lineal:
Maximizar 2 X, +1X, -1 X,
1X, +1X,+2X,<6
1X, +4X,-1X,<4
X, X, , X, 20

1. Determine la solucion dptima evaluando la funcion objetivo en los puntos extremos del conjunto
de restricciones. Muestre que este método es vdlido en este problema.

1X, +2X; =6

SiX; =0 = ? : = X, =2 x, =2 2.8
4%, -1X;=4 9 9 9
1X, +2X; =6

SiX,=0 = 1 3 - xlzﬁ: X3=E .26
1X; ~1X5 =4 3 3 3

SiX;=0 = {

1X, +1X, =6 20
1X, +4X, =4

2
= X;=— Xy=——
) 273

Este ultimo punto no es factible dado que no cumple la condicidon de no negatividad de las variables

X, < 0. Entre los dos puntos restantes el 6ptimo es:

14 2 26
Xi=— X, =0 Xy=— Z=—
1 3 2 3 3 3

Este método de solucidn puede utilizarse en este caso porque el conjunto esta acotado.

Puede comprobarse que dicho punto es el éptimo resolviendo el problema mediante el método
simplex:

Z[ X %X X5 S S

z|1]-2 -1 1 0o oo
s,|ol 1 1 2 1 o0 |6
S, |o] 1 a4 -1 0 1|4

Iteracion 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor en valor absoluto. Sale de la base:

-1
Min B—b,YX >0 :Min{g,i}:4 - S,
Yx, ! 11
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Z[X. X X5 S S,

z|1]o0o 7 -1 o 2|38
s, oo -3 3 1 -1]2
X, ol 1 4 -1 o0 1|4

Iteracion 2 - Entra en la base X3 ya que tiene el coste reducido negativo. Sale de la base:

-1
Min B—b,YX >0p=Min g,lnfactible :E - S
Y. 3 3 3

X3

Z [ X X X S S,

z 1] 0o 6 o0 13 53 | 26/3
X; | 0] 0o -1 1 13 -1/3 | 2/3
X, | 0| 1 3 0o 1/3 2/3 | 14/3

La solucién que muestra la tabla es la dptima dado que todos los costes reducidos son positivos, y
por lo tanto, ninguna variable puede entrar en la base con el objetivo de mejorar la solucion actual.
Esta solucién, obviamente, se corresponde con la hallada anteriormente mediante la aplicacién del
método de los puntos extremos.

2. Si reemplaza la primera restriccion por X; + X, — 2 X; < 6 éipuede usar el método de los puntos
extremos para encontrar el punto éptimo? Explique por qué.

_ 2
7

. 1X,-2X;=6
SiX;=0 = 3=

4X, ~1X5 =4

Este punto no es factible dado que no cumple la condicién de no negatividad de las variables X5 < 0.

SiX. 20 1X;-2X;=6 3
i1 X, = = B = X3=-2
1X;-1X;=4

Este punto tampoco es factible, no cumple la condicién de no negatividad de las variables X3 < 0.

X, +X, =6

SiX;=0 = X _
1 +4X, =4

} = X2=—§

No cumple la condicidn de no negatividad de las variables X, < 0.

En todos los puntos extremos alguna de las variables no cumple la condicidon de no negatividad, y
por lo tanto, ninguna de las soluciones es valida. En este caso no puede usarse el método de los
puntos extremos dado que al cambiar la restriccion el conjunto queda abierto y por lo tanto no esta
acotado.
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Ejercicio 17

Una empresa vende tres tipos de productos (1, 2 y 3). El producto 1 estd formado por los
componentes A y B. El producto 2 consta de 2 unidades de A, 1 unidad de By 2 unidades de C. Por
ultimo, el producto 3 estd integrado por 2 unidades de A, 1 unidad de By 1 unidad de C. Se dispone
de 95.000 unidades del componente A, 80.000 del B y 60.000 del C. El coste de cada componente A
es de 20 euros, el coste de cada componente B es de 30 euros, y el coste de cada componente C es de
10 euros. El precio de venta de los productos 1, 2 y 3, es respectivamente de 60, 120 y 100 euros.
Formule y resuelva el programa lineal que maximiza el beneficio.

Solucién
X;: cantidad de producto i i=1,.,3
Beneficio producto 1 = 60 X; —20 X, -30 X, =10 X,
Beneficio producto 2 = 120 X, —40 X, =30 X, —20 X, =30 X,
Beneficio producto 3 = 100 X3 — 40 X3 — 30 X3 —10 X3 =20 X,

Max {10 X; +30 X, + 20 X,}
1X, +2X, +2 X5 <95000
1X; +1X, +1X; <80000

2 X, +1X, <60000

Afiadiendo al modelo las variables de holgura que corresponden:

Max {10 X; +30 X, +20 X3}
1X; +2X, +2 X5 +1S; =95000
1X; +1X, +1X5 +1S, =80000

2X, +1X5 +1S; = 60000
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Siendo el coste reducido de las variables no basicas:
Z;-C;=Cg B N-Cy
Z;-C;=Cg-B*-N-C;=[0 0 0]-B*-N -[10 30 20]=[-10 -30 -20]

Z=Cgz-Xg=[0 0 0]-Xg=0

Z ] x X, X3 S5 S, Ss
z|1]-10 -3 -20 0 o0 o 0
s, | 0 1 2 2 1 0 0 | 95000
s, | 0 1 1 1 0 1 0 | 80000
ss | o] o 2 1 0 0 1 | 60000

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido negativo, y de los negativos, el mayor
en valor absoluto. Sale de la base:

-1
Min {B b Yo >0}: Min {95000 ’ 80000 ’ 60000}: 60000 5 s,
Y 2 2

%, 1 2 2

Z X X X5 S S, S
Zz]1]-10 0o -5 0 0 15 | 900000
s, o] 1 o 1 1 o0 -1 35000
s, |o| 1 0 05 0 1 -05 | 50000
X, | 0] o 1 05 0 0 05 | 30000

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de los negativos, el mayor
en valor absoluto. Sale de la base:

-1
Min{i b,YX1>0}=Min{3501m’5ml)m, }:35000 Y

Xl
z Xl Xz X3 Sl Sz S3
Z 1 0 0 5 10 0 5 1250000
X1 | O 1 0 1 1 0 -1 35000
S; | 0 0 0 -05 -1 1 0,5 15000
X, | 0 0 1 0,5 0 0 0,5 30000

No puede entrar ninguna variable en la base y mejorar la solucién actual dado que el coste reducido
de todas las variables no basicas es positivo y el problema es de maximizacion. La solucidn es pues
Optima, resultando las siguientes cantidades para cada uno de los tres productos:

X, =35.000 unidades X, =30.000 unidades X3 =0unidades

Cantidades con las que se alcanza un beneficio de: zZ=1.250.000 euros
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Ejercicio 18

Problemas resueltos de programacion lineal

Una empresa fabrica tres tipos de helados utilizando leche y nata. Para el proximo mes dispone de
75 unidades de leche y 100 de nata. Los coeficientes técnicos y los costes se muestran en la tabla

siguiente:

Helado 1 Helado 2 Helado 3

Euros/Ud. Uds. Euros Uds. Euros Uds. Euros
Leche 2 4 8 3 6 2 4
Nata 1 1 1 2 2 3 3
Otros costes 6 5 8
Total costes 15 13 15
Precio venta 20 20 18
Beneficio unitario 5 7 3

Como minimo se han de fabricar 20 helados. El plan de produccion mensual se ha obtenido a partir
del siguiente programa lineal:

Maximizar {5 X, +7 X, +3X,}

4X, +3X, +2X5 <75

1X, +2 X, +3X5 <100

1X; +1X, +1X; =20

Resultando la siguiente solucion éptima:

X; >0 i=1...3
z Xy X, X3 S; S, E, A;
z 1 4,333 0 1,666 2,333 0 0 0
E; 0 0,333 0 -0,3 0,333 0 1 -1
S, 0 -1,67 0 1,667 -0,6 1 0 0
X, 0 1,333 1 0,666 0,333 0 0 0
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Con estos datos, determine:
1. El plan de produccion si en lugar de disponer de 75 unidades de leche dispone tinicamente de 50.

033 0 -1|| 50| |-333
Xg=B?'.-b=|-066 1 0]-|100|=| 66,66
033 0 0| 20| |16,66

-333
Z=Cgz-Xg=[0 0 7]-| 66,66 |=116,66
16,66

Si en lugar de disponer de 75 unidades de leche solamente dispone de 50, se destruye la factibilidad
del primal, para recuperarla debe aplicar el método simplex dual:

2l X X X S, S, E A
z | 1]433 o0 166 233 0 0 0 | 1166
B, 0|03 o0 -03 03 0 1 -1 -33
s, |0o|-16 0 166 -06 1 0 O 66,6
X, | 0|13 1 o066 033 0 0 O 16,6

Iteracion 1 - Sale de la base E; ya que su valor es negativo (no es factible). Entra de la base:

Z,-C;
Min{ j J,agl’jw}:wn{_ 166 _}_1.66 L ox

ag, 033" | 033
Z X X X S S B A
z 1|6 0 0 4 0 5 -5]100
X» [ 0[-1 0o 1 -1 0 -3 3| 10
$Ss{olo0o o 0o 1 1 5 -5/ 50
X J]0] 2 1 0o 1 0 2 -2] 10

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidén actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. La solucidn éptima consiste en fabricar 10 unidades del helado 2 y 10 del helado 3,
alcanzédndose un beneficio de 100 euros.
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2. En la pregunta anterior, ¢ Qué puede decir sobre la solucion del dual?

PRIMAL DUAL

Maximizar {5X; +7 X, +3X5} | Minimizar {50 W; +100 W, + 20 W, |
4%, +3X, +2X;5 <50 AW, +1W, +1W,; >5
1X;+2X, +3X;<100 3W; +2W, +1W, 27
1X; +1X, +1X5 220 2W, +3W, +1W, >3
X;20 i=1..3 W, >0  W,>0 W,;<0

Siendo la solucién del dual:
S;=0 = Recursoescaso = W; =0 W,=4
S, =50 = Recursolibre = W, =0
E,=0 = Recursoescaso = W;=0 W;=-5
3. Cémo se verd afectado el plan de produccion si un convenio firmado con los productores de leche
obliga a utilizar las 75 unidades de leche disponibles.
El plan de produccidn no se vera afectado ya que en el dptimo esto ya se cumple, S; =0, la leche es
un recurso escaso.
4. La solucion obtenida en la pregunta anterior es unica o multiple.

La solucion éptima hallada es Unica dado que los costes reducidos de las variables no basicas son
todos diferentes de cero.

5. A qué precio resulta interesante vender helados del tipo 1.

-1
Zy, —Cx, =Cg B Ay —Cy

033 0 -1][4
Zy, —Cx =[0 0 7]-|-066 1 0| |1|-Cx =933-Cy,
033 0 0|1

Zy, ~Cx, <0 = 933-Cy <0 = Cy 2933

Py, —156>933 = Py >24,33euros
1 1
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6. A qué precio resulta interesante vender helados del tipo 3.

Zy, —~Cyx, =Cg-B™ Ay —Cy,

033 0 -1][2
Zy, —Cx,=[0 0 7]-/-066 1 0|3|-Cy =466-Cy,
033 0 0] |1

ZXS—stgo = 4,66—CX3§O = CX324,66
ng -15>466 = PX3 >19,66 euros

A partir de 19.66 euros la unidad resulta interesante fabricar y vender helados del tipo 3.

7. El precio a partir del cual no resulta interesante producir 25 helados del tipo 2.
033 0 -1|| 75| | 5| |E

Xg=B'.-b={-066 1 0]-|100|=|50|=|S,
033 0 0| 20| |25] |X,

Zy-Cn=Cg-BT-N-Cy

033 0 -1][4 2 1
Zy-Cy=0 0 ¢, ]|-066 1 0|-[1 3 0|-[5 3 0]
033 0 0|1 10

Zy-Cy=[L33-Cy, -5  066-Cy, -3  033-Cy ]
Andlisisvariable X; — Zy -Cy <0 = 133-Cx, -5<0 = Cy, <375
Andlisisvariable X; — Zy -Cx <0 = 066-Cx, -3<0 = Cy, <450

Py, —13<450 = Py <17,50euros

Con precios inferiores a 17,50 euros la unidad de helado 2, no resulta interesante producir helados
del tipo 2.
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8. Plantear la ultima tabla del dual.
El dual del problema original:

Minimizar {75 W, +100 W, + 20 W, }
AW, +1W, +1W,; >5
3W, +2W, +1W; >7

2W; +3W, +1W; >3

Siendo la solucion del dual:

S;=0 = Recursoescaso = W;=#0 W, =233
S, =50 = Recursolibre = W, =0
E,=5 = Recursolibre = W;=0

De donde:

Z=75W, +100 W, + 20 W, =75-2,33+100-0+ 20-0 =175
E,=4W, +1W, +1W, -5=4-233+1-0+1-0-5=4,33
E,=3W,+2W, +1W, -7=3-233+2-0+2-0—-7=0

E,=2W, +3W, +1W, -3=2-233+3-0+1-0-3=166

Siendo la solucidn del primal:
033 0 -1 75 5 =}
Xg=B'-b={-066 1 0]-100|=|50|=|S,
033 0 O 20 25 X,

5
Z=Cgz-Xg=[0 0 7]-|50|=175
25
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La ultima tabla del dual:

Zlw, W, W, E E E

z 1] 0o -s0 -5 o0 -25 0| 175

w, |0o| 1 o066 -03 0 -03 0 | 233
EE O 0 167 -03 1 -13 0 | 433

EE 0| 0 -16 033 0 -06 1 | 166

Coste reducido de las variables no basicas del dual = Valor de las variables basicas del primal
cambiadas de signo.

9. La direccion esta estudiando la posibilidad de dedicar un empleado a realizar tareas de control de
calidad. Preguntado por el tiempo necesario para realizarlo ha contestado que si todos los helados
fuesen del tipo 1 podria examinar hasta 30, mientras que los helados del tipo 2 necesitan el doble
que los de tipo 1, y los del tipo 3 el doble que los del tipo 2. Si realiza el control de calidad la direccion
no considera necesario mantener la produccion minima de 20 helados. Determine como afectan
estos cambios al plan de produccion.

La restriccion X; + X, + X3 2 20 deja de ser operativa, y es substituida por la restriccion X; + 2 X, + 4 X3
< 30. El nuevo modelo es el siguiente:

Maximizar {5 X; +7 X, +3X;}
4X, +3X, +2X;<75
1X; +2 X, +3 X, <100

1X, +2X, +4X5 <30

Afadiendo las variables de holgura correspondientes y resolviendo resulta:

Z] X, X X5 S S, S
z|1]-5 -7 -3 0 o0 o0 0
s,|lol 4 3 2 1 1 o] 75
s, ol 1 2 3 0o o0 0| 100
ss|ol 1 2 4 o0 o0 1] 30

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido negativo, y de los negativos, el mayor
en valor absoluto. Sale de la base:

-1
MinlB 2 v, solomin]72 10 0] _30 o
Y : 32 2/ 2

X
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Z| XX X X5 S S, S

z|1]-125 0o 11 0o o0 35 | 105
ss|ol 25 o -4 1 o0 -15]| 30
s, |0 0 o -1 0 1 -1 70
X, o] o5 1 2 0 0 05 | 15

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de los negativos, el mayor

en valor absoluto. Sale de la base:

-1

Min{Bb,Yx >O}=Min{3o,,15}=3o S

Yx, ' 25" '05] 25
Z | X X X3 S, S, S3

Z |10 0 8,6 0,6 0 2,6 123
X, | 0| 1 0 -16 04 0 -06 12
s, o] o 0 -1 0 1 -1 70
X, | 0] 0 1 28 -02 O 0,8 9

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la

solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de

maximizacion. La solucidn éptima consiste en fabricar 9 unidades de helado tipo 2 y 12 de helado

tipo 1, alcanzandose un beneficio de 123 euros.
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Ejercicio 19

Una empresa utiliza los componentes Z1 y Z2 en la fabricacion de tres productos. Las unidades
requeridas de cada uno de los componentes para la fabricacion de cada producto se muestran en la
tabla siguiente:

Producto 1 Producto 2 Producto 3
Z1 5 3 2
Z2 2 4 7

Para satisfacer la demanda del mes préximo dispone de 1.600 unidades de Z1 y 2.000 de Z2. El coste
unitario de los componentes Z1 y Z2 es de 2 y 1 euros respectivamente, y el precio unitario de venta
de cada uno de los tres productos de 25, 20 y 15 euros, respectivamente. Halle el plan de produccion
que maximiza el beneficio teniendo en cuenta que para cubrir el punto muerto de la empresa deben
fabricarse 400 unidades de los tres productos (Producto 1 + Producto 2 + Producto 3).

Solucién
Producto 1 Producto 2 Producto 3
Coste de 71 2x5=10 2x3=6 2x2=4
Coste de 722 1x2=2 1x4=4 1x7=7
Coste total 12 10 11
Precio de venta 25 20 15
Beneficio unitario 13 10 4
X;: cantidad producida de producto i i=1,.,3

Max {13 X; +10 X, + 4 X5}

5X; +3X, +2X; <1600

2X;+4X,+7X; <2000
X1+ X, +X32>400

Xy, Xy, X520

87



Problemas resueltos de programacion lineal

Anadiendo al modelo las variables de holgura, exceso y artificiales que corresponda:
Max {13 X, +10 X, +4 X5}
5X; +3X, +2X5+1S; =1600
2X; +4X, +7 X5 +1S, = 2000
Xy +X, + X3 —1E; +1A; =400
Xy, Xy, X320
Fase 1:
Min LA, }
5X; +3X, +2X;3 +1S; =1600
2X, +4X, +7 X5 +1S, = 2000
X, +X, + Xy —1E; +1A; =400
Xy, Xy, X320
Siendo el coste reducido de las variables no basicas:

Z;-C;=Cgz B N-Cy

532 0
z;-C;=[0 0 1]-j2 4 7 of-[o 0 0 0]=ft 1 1 -1]
111 -1
1600
Z=Cg-Xg=[0 0 1]-|2000|=400
400
Z[ X, X X S S, E A
z 1 1 1 1 0 0 -1 0 400
S |o]s5 3 2 1 0 o0 o0 | 1600
s, |/ol2 4 7 0o 1 0 0 | 2000
A JOol 1 1 1 0o 0o -1 1| 400
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Iteracion 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo. Sale de la base:

-1

Min{Bb,YX >OJL=Min{1600,2000,400}=m00 - S

Yy, ! 5 2 1 5
Z | X X X3 S, S, E A

z 1 0 0,4 0,6 -0,2 0 -1 0 80
X1 0 1 0,6 0,4 0,2 0 0 0 320
S, 0 0 2,8 6,2 -0,4 1 0 0 1360
A, 0 0 0,4 0,6 -0,2 0 -1 1 80

Iteracién 2 - Entra en la base X3 ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos el

mayor. Sale de la base:

-1
vin B0 v, ool owin [0, 1300 0] B0,
Yy, : 04’62 '06] 06
Z | Xy Xp X S, S, E, A
z|1]o0 0 0 0 0 0 -1 0
X, /0|1 03 0 0333 0 0666 -06 | 26666
s, |o| o0 -133 o0 1666 1 1033 -10,3 | 533,33
X /0] 0O 066 1 -033 0 -16 1,66 133,3
Fase 2:
Max 13X, +10X, +4 X5 - M A, }
5X; +3X, +2X;5+1S; =1600
2X; +4X, +7 X5 +1S, =2000
X1+ X, + X3 —1E; +1A; =400
X1, X5, X320
033 033 066 -06
Z,-C;=[3 0 4]-|-13 166 1033 -103| -fl0 0 0 -M]=[-3 3 2 -2+M]
066 -033 -16 166

266,66

Z=Cg-Xg =[13 0 4]-53333|=4000

133,33
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Z ] Xi X X S, S, E, A
Zz 1] o0 -3 0 3 0 2 -2+M | 4000
X, | o] 1 033 0 0333 0 0,666 -0,6 266,66
s, |0/l 0o -13 o0 1666 1 1033 -10,3 | 533,33
Xs | 0o| o o6 1 -033 0 -16 1,66 133,3

Iteracion 3 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido negativo y el problema es de

maximizacién. Sale de la base:

Min{a ‘b Yy >o}=Min{266,66Y_’133,33}:133,33 .
Yy, 0,33 066 | 0,66

Z | X X X S S B Ay
z|1]0 0 45 15 0 -55 55+M | 4600
X [0 1 0 -05 05 0 15 -1,5 200
s, {00 o0 2 1 1 7 -7 800
X, /0] 0 1 15 -05 0 -25 2,5 200

Iteracion 4 - Entra en la base E; ya que tiene el coste reducido negativo y el problema es de

maximizacion. Sale de la base:

-1
Min{Bb,YE >0}—Min{2oo,800,—}—800 - S,
YE1 1 15 7 7
z X1 X, X3 S; S, E, A;
z 1 0 0 6,07 2,29 0,78 0 +M 5228,5
X; 0 1 0 -0,9 0,28 -0,2 0 0 28,57
E, 0 0 0 0,286 0,14 0,14 1 -1 114,3
X, 0 0 1 2,214 -0,1 0,35 0 0 485,7

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidn actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. La solucidon dptima consiste en fabricar 28,57 unidades del producto 1 y 485,7 del
producto 2, alcanzandose un beneficio de 5.228,5 euros.
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Ejercicio 20

Una empresa estad interesada en desarrollar un abono que contenga como minimo 100 unidades de
potasa, 25 de nitrégeno y 10 de amoniaco, para ello se dispone de los productos A y B cuyo coste en
el mercado asciende a 10 y 15 euros por tonelada respectivamente. El contenido de potasa,
nitrégeno y amoniaco de una tonelada de producto se muestra en la tabla siguiente:

Potasa Nitrégeno Amoniaco
Producto A 2,0 0,3 0,2
Producto B 1,0 0,6 0,2

1. Desarrolle el nuevo abono tomando en consideracion que se desea que dicho abono cueste lo
menos posible.

X; — Toneladas de producto i que intervienen en el abono 1=AB
Min {10 X, +15 X}

Restriccion de potasa — 2,0 X, +1,0 Xg 2100
Restriccion de nitrogeno — 0,3 X, +0,6 Xg 225
Restriccion de amoniaco — 0,2 X, +0,2 X 210

X, Xg 20

Afadiendo al modelo las variables exceso que corresponda, con la finalidad de expresar el modelo
en formato estandar:

Min {10 X, +15Xg}
2Xp +1Xg —1E; =100
03X, +06Xg —1E, =25
02X, +0,2Xg —1E; =10
Xp,Xg 20
Multiplicando por (- 1) ambos lados de las anteriores igualdades con la finalidad de hacer positivo el

coeficiente de la variable de exceso y formar asi una base inicial, sin necesidad de incorporar
variables artificiales al modelo, resulta:
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Min {10 X, +15 X3}
~2Xp ~1Xg +1E; =-100
~0,3X, —06Xg +1E,=-25
~0,2Xp ~02Xg +1E5 =-10
Xa 1 Xg 20
Siendo el coste reducido de las variables no basicas:
Z;-C;=Cg-B™"-N-Cy
Z;-C;=Cg-B*-N-C;=[0 0 0]-B* N -[i0 15]=[-10 -15]

Z=Cg-Xg=[0 0 0]-Xg=0

Z | X, Xs E E E
Z|1]-10 -15 0 o0 o0 0

B, | 0] -2 -1 1 0 0 | -100
£,|0]-03 -06 0 1 0| -25
£ |0|-02 -02 0 O 1| -10

Esta solucidn si bien es dptima dado que todos los costes reducidos son negativos y el problema es
de minimizacién, no es factible dado que no cumple con la condicion de no negatividad de las
variables. Para reconstruir la factibilidad debe aplicar el método simplex dual.

Iteracién 1 - Sale de la base E; ya que su valor es negativo (no es factible), y de todos los valores
negativos de las variables basicas, el mayor en valor absoluto. Entra de la base:

z,-C, -10 -15] -
Min{ Tl R j<0}=Min{£ 15}:£ S X,
. 1

ag, | —2' 1] -2

Z | X X EE E K
z 1[0 -10 -5 0 0 | 500
X |01 05 -05 0 0] 50
EE|{O0| 0 -045 -015 1 0 |-10
EE|{0]0 -01 -01 0 1] 0

Iteracién 2 - Sale de la base E, ya que su valor es negativo (no es factible), y de todos los valores
negativos de las variables basicas, el mayor en valor absoluto. Entra de la base:

Z —-C. _ _ _
Min{——L ag ;<0p=Min 10 . 5|_-1o Xg
ag,; & ~045' 015/ —045
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Z | X X E, E, E;

z 1] 0 o -166 -222 0 | 722,22
X, | 0] 1 0o -066 11111 0 | 38,888
Xs | 0| 0 1 03333 -222 0 | 22222
B | 0| 0 0 -006 -022 1 | 22222

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidn actual, ya que el coste reducido de las variables no bdsicas es negativo y el problema es de
minimizacion. El nuevo abono estard formado por 38,88 toneladas de producto A y 22,22 de
producto B, siendo su coste de 722,22 euros.

2. Determine que sucederia si deseara cinco unidades suplementarias de nitrégeno, asi como el coste
marginal de una unidad.

El requerimiento de una unidad mas de nitrégeno modifica el término independiente del sistema
lineal de ecuaciones:

Requerimiento de potasa — 100 100 100
Requerimiento de nitrdgeno — 25 = b=| 25| — b=| 26
Requerimiento de amoniaco — 10 10 10

De donde, el nuevo valor de las variables basicas:

066 —-111 0| [100| [37,77| |Xa
Xg=B1.b=|-033 222 0| 26|=|2444|=|Xg
006 022 -1|]| 10 244 |E,

37,77
Cg-B?-b=[10 15 0]-|24,44|=744,44
2,44

El coste marginal de una unidad de nitrogeno = 744,44 — 722,22 = 22,22 euros, que corresponde al
valor de Whitrogeno:

Z=Cy-Xz=Cy-B*-b=W-b

dz . . . ’
P =W, =2222 - (Coste marginal de una unidad extra de recurso2 (nitrégeno)
2
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Si requiere cinco unidades mas de nitrégeno:
0,66 -111 0] |100 33,33 Xa

Xg=Bl.-b=|-033 222 0|30 |=|3333|=|Xg
006 022 -1|| 10| | 333| |E,

33,33
Cg-B™*-b=[10 15 0]-{3333(=83333
333

El coste se incrementa en:
5 unidades x 22,22 euros por unidad = 111,11 euros
Lo que corresponde a 833,33 - 722,22 =111,11 euros.
Si bien la solucién sigue siendo 6ptima, cambia el valor de las variables basicas, asi incrementando
en cinco las unidades de nitrégeno requeridas, se reducen en 5,55 las toneladas de producto A que

intervienen en el nuevo abono, mientras que se incrementan en 11,11 las toneladas de producto B
que intervienen en dicho abono.

3. Determine que sucederia si deseara cuatro unidades mds de nitrogeno de las cinco de la pregunta
anterior.

066 -111 0| |100 28,88 Xa

Xg=B'.b=|-033 222 0||34|=|4222|=|Xp
006 022 -1|| 10| | 422| |E,

28,88
Cg-B*-b=[10 15 0]-|42,22|=92222
4,22

El coste total se incrementa en:
9 unidades x 22,22 euros por unidad = 200 euros
Lo que corresponde a 922,22 — 722,22 = 200 euros.
Si bien la solucién sigue siendo dptima, cambia el valor de las variables bdsicas, asi incrementando
en cuatro mas las unidades de nitrégeno requeridas, se reducen en 10 las toneladas de producto A

gue intervienen en el nuevo abono, mientras que se incrementan en 20 las toneladas de producto B
que intervienen en dicho abono.
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4. Un proveedor le ofrece el producto D a 14 euros tonelada, con 2 unidades de potasa, 0,4 de
nitrégeno y 0,2 de amoniaco por tonelada. Justifique si conviene o no utilizar dicho producto, y
evalue el precio del nuevo abono.
Se introduce una nueva variable al modelo:
Min {10 X 5 +15 X +14 X5}
Restriccion de potasa — 2,0 X, +1,0 Xz +2 X5 2100
Restriccion de nitrdgeno — 03X, +0,6 Xg +0,6 Xy =225

Restriccion de amoniaco — 0,2 X, +0,2 Xg +0,2 Xy >10

Xa . Xg20

066 —111 0| |20 |0,666

Yy =B1-Ay =/-033 222 0]|-|06|=|0666
D D

006 022 -1|[02| |0,066

0,666 |
Z;-C;j=Cg-B™ Ay -Cx =[0 15 0]-|0,666|-14 =266
0,066

El coste reducido de la nueva variable es positivo, por lo que al tratarse de un problema de
minimizacion, esta variable puede entrar en la base.

Z | Xa X E, E, Es Xo
z |10 o0 -166 -222 0 266 | 722,22
X | 0| 1 0o -066 11111 0 0,666 | 38,888
Xs | 0| 0 1 03333 -222 0 0666 | 22,222
£ | 0| 0 0 -006 -022 1 0,066 | 22222

Iteraciéon 1 - Entra en la base Xp ya que tiene el coste reducido positivo y el problema es de
minimizacion. Sale de la base:

-1
Min B™b Yy >0b=Min 38,88 ‘ 22,22 , 2,22 _ 22,22 S X
Yx, o 0,666 0,666 0,066] 0,666
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Z | Xa X E, E, S
z 1] o0 -4 -3 -133 0 0 | 633,33
Xa | 0| 1 -1 -1 33333 0 0 | 16,666
X» | 0| 0o 15 050 -333 0 1 | 33333
B /0| 0 -01 -01 0 1 0 0

Si conviene utilizar el nuevo producto D dado que satisface las restricciones a un coste menor. El
coste del nuevo abono es ahora de 633.33 euros.
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Ejercicio 21

La siguiente tabla del simplex muestra la solucion optima de un problema de programacion lineal. Se
sabe que S; y S, son las variables de holgura de la primera y sequndad restriccion respectivamente.

Zl X X S S,

z|1]0 o -1 -0125 ] -75
XX | 0] 1 o0 05 -0188 | 2,75
X, o] o 1 o 0,125 | 0,5

1. Formule el problema original

A partir de la tabla dptima reconstruya la tabla inicial:

Iteracion 1
Z X5 X S S,
VA 1 2 0 0 -0,503 -2
Sq 0 2 0 1 -0,377 5,5
X, 0 0 1 0 0,125 0,5
Iteracion 2
Z | xx %X s s
VA 1 2 4 0 0 0
Sq 0 2 3 1 0 7
S, 0 0 8 0 1 4

De donde el problema original:
Min{-2X, -4 X,}
2X,+3X, <7

8X, <4

2. Como afectard a la tabla éptima la introduccion de una nueva variable X; con coeficientes

15
N coste =-1.
Ay, = L,SJ y coste ¢, =-1
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La tabla éptima tiene una nueva columna correspondiente a la nueva variable:

Z [ X X X5 S S,

Zz | 1] 0 o -1 -0125 | -75
XX |o] 1 o 05 -0,188 | 2,75
X, o] o 1 0 0,125 | 05

Siendo los valores de la nueva columna de la tabla:
4 05 -0188] |15 0,4666
Yy =B1.A = : =
3 3 0 01251 |15 01875

0,4666

Zy, —Cx, =Cg B Ay -Cy =[-2 —4]{011875}—(—1) =-0,68

Z X X Xs S, S,

Z | 1] 0 o0 -068 -1 -0125 | -75
XX o] 1 o o046 05 -018 | 2,75
X, o] o 1 0187 o0 0,125 | 0,5

La solucién éptima no se ve afectada dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar
la solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es

de minimizacion.

3. Cudl debe ser el valor umbral de Cy; para que X3 sea variable bdsica en la tabla dptima

0,4666

Zy, ~Cx, =Cg B Ay, —Cy, =[-2 *4][01875

Zy, ~Cx, 20 = -168-Cy >0 = C, <-168
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Ejercicio 22

Dadas las tablas inicial y actual del método simplex, calcule y justifique los valores de las incognitas
que en ellas aparecen.

Tabla inicial

V4 X1 X, X3 S5 S

Z 1| -12 -10 -15 0 0 0

S; | o b c d 1 0 200

S, | 0 3 2 e 0 1 100

Tabla actual
Z Xy X, X3 S S

Z 1| -45 1,25 j k m | 750
X3 | O g 0,75 1 0,25 0 f
S, 0 h i 0 -0,25 1 50

Solucion

025 0] |b
Yy =B1.A, = |Y]= 121 = g=025-b h=-025-b+3
1 1

h| [-025 1] |3
4 075] [ 025 0] [c _
Yy, =B1-A = |7 |= .l = c=3 i=125
i | [-025 1] 2

A I HEN

. f 025 0
XB =B*.bh => = .
50 -025 1

Z,-C,=C,-B*-A,-C;=C,-Y,-C,

200
= f=50
100

025 0

[i kK m=[s5 o]-ﬁ 025 1}—[15 0 0]=[0 375 0]

ZX

1

-Cy =Cy-B* A -C, = -45=[15 0][?}}-(12) = ¢g=05

~0,25-b
{99_05 } = b=2 = h=-025-b+3-25
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Ejercicio 23

Una empresa que fabrica tres productos (P1, P2 y P3) ha formulado el siguiente programa lineal con
el objetivo de maximizar sus beneficios:

Max 3X; +2X, —2 X3}
Restriccion recurso 1 — 2 X; +2 X, +1X;5 <10

Restriccion recurso 2 — -2 X; +1X, -2X;<5

Z X X X5 S S
z |10 1 35 15 o0 | 15
X |o]1 1 o5 05 0] 5
s, oo 3 -1 1 1| 15

1. Formule el problema dual y determine el valor de las variables duales sin necesidad de resolver el
problema dual.

Min L0 W, +5W,}
2W, -2W, >3
2W, +1W, >2

IW, —2W, >-2

El valor de las variables duales se corresponde con el coste reducido de las variables de holgura del
primal, de donde:

W, =15 W, =0 z=15

2. Justifique que recursos son escasos y cuales son libres.
Teorema de la ortogonalidad u holgura complementaria:

w-(A-x-b)=w-S=0
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En el ejercicio:

S; =0 — Recurso escaso

Recursol — w;-S5;,=0 — .
w; =15 — Precio>0

Recurso2 — w, S, =0

S, =15 — Recurso libre
w,=0 — Precio=0

3. Qué decision tomaria si pudiera disponer hasta un mdximo de 5 unidades adicionales del recurso 1
y 3 del recurso 2, a un coste de 1y 2 euros la unidad respectivamente.

Z=Cg-Xg=Cg-B™*-b=W-b

ddTZ =1,5— Beneficio adicional por la adquisicion de una unidad extra de recurso 1

1

ddTZ =0 — Beneficio adicional por la adquisicion de una unidad extra de recurso 1
2

Dado que el beneficio que proporciona una unidad adicional del primer recurso (1,5 euros) es
superior al coste de dicha unidad adicional (1 euro), si compraria las cinco unidades adicionales
disponibles del primer recurso.

15>1 = Beneficio > Coste

Por el contrario dado que el beneficio que proporciona una unidad adicional del segundo recurso es
de 0 euros ya que se trata de un recurso libre, y ademds dicho beneficio es inferior al coste de dicha
unidad adicional (2 euros), no compraria ninguna de las tres unidades adicionales disponibles del
segundo recurso.

0<2 = Beneficio <Coste
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La compra de hasta cinco unidades adicionales de recurso 1, modifican el modelo original
incorporando una nueva variable X, y una nueva restriccion X, < 5:

Max 3 X, +2X, —2X53 -1X,}
Restriccion recurso 1 — 2 X; +2 X, +1X53 <10+ X,
Restriccion recurso 2 — -2 X; +1X, -2X;<5
1X, <5
X;20 X,20 X320

Afadiendo esta nueva variable y la nueva restriccion en la tabla 6ptima, resulta:
. 05 0| |-1] |-05
YX =B . AX = . =
4 ¢ 1 1 0 -1

-05
Zy, —Cx,=Cg-BT Ay —Cy =3 0].[ }_(_1)——0,5

-1

Z [ X X X X Ss S, S
z|1]0 1 35 -05 15 o0 O | 15
XX |o|l1 1 o5 -05 05 O O | 5
s,lolo 3 -1 -1 1 1 o0 |15
ss|olo o o 1 0 0 1|5

Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido negativo y el problema es de maximizacién. Sale
de la base:

-1
Min {22 v, >0 =Min{—,—,§}=5 > S,
Yy, 1

Z X X X5 X¢ S S, S5
z|1]l0o 1 35 0o 15 o0 05| 175
Xx|o]l1 1 o5 o 05 0 05] 75
s,!lolo 3 -1 0o 1 1 1 20
X, |lolo o o 1 o o0 1 5

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. Siendo la nueva solucién éptima:

X, =75 X, =0 X3=0 X, =5 Z=175

Se utilizan las cinco unidades adicionales del recurso 1y ninguna del recurso 2.
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4. Volviendo al problema original, valore como afectaria a la soluciéon del mismo que el valor del
coeficiente de la funcion objetivo de la variable X, pase a valer 1.

Dado que X, es una variable no basica, debe recalcularse el coste reducido de dicha variable.
1 1
Zy, —Cx, =Cg B A, -Cy =[3 0] 2 -@)=2

Partiendo de la tabla dptima e incorporando el nuevo coste reducido de la variable X,, resulta:

Z X X X5 S S

z | 1[0 2 35 15 0 | 15
XX ol 1 1 o5 05 o0 5
s, lolo 3 -1 1 1 | 15

La solucidn sigue siendo éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidén actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. No ha variado ni la optimalidad, ni la factibilidad, ni la solucidn.
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Ejercicio 24
Resuelva el siguiente programa lineal mediante el método de las dos fases.
Min 83X, +2X,}
2X,-2X,23

2X; +2X, 29

Solucion
En primer lugar incluya en el modelo las variables exceso y las variables artificiales que corresponda:

2X;-2X, -1E; +1A, =3

2X;+2X, -1E, +1A, =9
Fase 1:
Resuelva seguidamente la fase | del método simplex:

Min {LA; +1A,}
2X,-2X, -1E, +1A, =3

2X,+2X, -1E, +1A, =9

En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcidn objetivo:

Z;-C;=Cg B N-Cy

2 -2 -1 0

z,-c;= 1]-[2 » 0 _Jf[o 00 0]=[4 0 -1 -1]

Z=Cg-Xg=[t 1]-@:12
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ZI X X E E A A

z |14 o -1 -1 0o o012
Aol 2 -2 -1 0o 1 ol 3
A,JO|l 2 2 o -1 0 1|9

Iteracién 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo. Sale de la base:

-1
Minl2 2 v, o =Min{§,9}=§ A
Yx, ' 2 2) 2

Z X X E, E, A A

Zz 1] 0 a 1 -1 -2 0 6
X, ol 1 -1 -05 o0 05 0 |15
Aol 0 a4 1 -1 -1 1 6

Iteracion 2 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min B—b,YX >0 =Min{—,§}=E - A,
Yy, 2 4] 4

zZ X X E, E, A, A,

z 1|0 o 0 0 -1 -1 0
X, |0 1 0 -025 -025 025 025 3
X, | 0| 0o 1 025 -025 -025 025/ 1,5

Fase 2:
Min3X, +2X, +MA, +MA,}
2X;-2X, ~1E; +1A; =3
2X;+2X, ~1E, +1A, =9

X.

>0
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-025 -0,25 0,25 0,25

J—[o 0 M M]
025 -025 -025 0,25

Z-C;=[3 2][

z,-C;=[-025 -125 025-M 125-M]

3
Z=Cq-Xg =[3 2]-{15}:16,9

Z X X E, E, A, A,
Z|1] 0 o -025 -125 025-M 125-M | 12
XX |0 1 0 -025 -025 0,25 0,25 3
X, | 0| 0 1 025 -025 -0,25 0,25 1,5

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es de

minimizacion. Siendo la solucién 6ptima:

X, =3 X, =15 z=12
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Ejercicio 25

En el transcurso de la resolucion del programa lineal:

Max {9 X; +7 X, }

A-X<b
X>0
Se ha llegado a la tabla siguiente:
Z| X X% S S,
z 1 19 56
Sq 0 -0,4 1 0,4 9,2
X, | 0 0 1

Se pide:

1. Complete la tabla.

N 04
Zs, -Cs, =Cg B Ag —Cg =[0 7] L |70=7
9,2
Z=Cg-Xg = 56=[0 7] b | = b2=8
2
YA X1 XZ Sl 52

z 1] 19 o o 7 |56

s,|o|-04 0 1 04]092

X, | 0| 4 1 0 1 8

2. ¢Es optima la tabla del apartado anterior? Indique el valor de las variables del primal, de las
variables del dual, y de la funcion objetivo.

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de

maximizacion. Siendo el valor de las variables del primal:

X, =0 X, =8 Z=56
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El valor de las variables duales se corresponde con el coste reducido de las variables de holgura del
primal, de donde:

3. Reconstruya el modelo original del programa lineal analizado en los apartados anteriores.

-04] 1 04] A A -2
Yxl = B*l . AX1 = |: :|_|: } . Xu — X11 _|: :|
4 0 1] |Ax, Ax, 4
Axm} N {AX“J _ {— 0,4}
Ax,, Ax,, 1

e = i
oo = (VL R = [

De donde, el modelo original:

Min {9 X, +7 X, }
-2X;-04X,<6
+4 X, +1X,<8

X;20  X,20
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Ejercicio 26
Resuelva grdficamente el siguiente programa lineal:
Max {4 X; +3X,}
1X,+3X,<6
3X; -1X,<3

4X, +3X, <12

Solucion

X, =00 X,=3
2X;+3X,<9 —

X, =45 X,=0

X, =0 X,=2
—2X,+2X,<4 >

X, =-2 X,=0

X, =0 X,=4
4%, +3X,<12 -

X;=3 X,=0
Z=15 X,=0 X,=5

3X;+3X,=Z2 >
Z=15 X;=5 X,=0
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Ejercicio 27

Resuelva el siguiente sistema lineal de ecuaciones mediante el algoritmo de Gauss:
6X, +3X, +3Xy=12
2X; +3X, +4X,=20

X+ X, + X3 =4

Solucién
Xi X5 X
6 3 3 12
2 3 4 20
1 1 1 4
Iteracion 1 - Entra en la base X;
X1 Xz X3
1 0,5 0,5 2
0 2 3 16
0 0,5 0,5 2
Iteracion 2 - Entra en la base X,
Xl XZ X3
1 0 -0,25 -2
0 1 1,5 8
0 0 -0,25 -2
Iteracion 3 - Entra en la base X3
Xl XZ X3
1 0 0 0
0 1 0 -4
0 0 1 8
Siendo la solucion:
X; =0 X,=-4 X5 =8
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Ejercicio 28

La tabla siguiente muestra la solucion éptima de un programa lineal. Siendo S; y S, las variables de
holgura de la primera y la segunda restriccion del problema original. Las restricciones son de <.

X, X S, S,
0 0 -0,857 - 0,286 -11,4
1 0 0,143 - 0,286 0,571
0 1 0,143 0,214 2,571
Se pide:
1. Escriba el problema original.
Iteracion 1 - Entra en la base S;
Z | xx X s s
z 1 6 0 0 -2 -8
S1 0 7 0 1 -2 4
Xy 0 -1 1 0 0,5 2
Iteracion 2 - Entra en la base S,
z | x %X s S
z 1 2 4 0 0 0
Sy 0 3 4 1 0 12
S, |o]-2 2 0o 1| 4

De donde, el modelo original:
Min {~2X; -4 X,}
3X, +4X, <12

—2X, 42X, <4
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O bien:
v. -BL.A - 1 _ 0143 -0,286 . Ax,, - Ax,, _ 3
% % 0| |0143 0214| | A, Ay -2
12 12
v. —gi.A, - |0]_[0143 -0286] Ax,, N Axa | _[4
X2 Xz 1] 0143 0214| | A, Ay 2
22 22
o 0571] [0143 -0,286] [b;
Xg=B":b = = .
2571] 0143 0,214] | b,
Zs - Cs =Cg-B™-Ag —Cg
0143
~0857=[Cy, cxz][om}—o = —0857=0143-Cy_+0143-Cy

Zs, -Cs, =Cg-B™-Ag, —Cq,

2

[ ] - 0,286
0,286:0)<1 sz‘ 0.214 -0 = —0,286:—0,286-CX1+0,214-C><2

Resolviendo el sistema de ecuaciones

0857 =0143- Cy, +0143-Cy,
= [ex, Cx -2 -4]
~0,286=-0,286-C, +0214-Cy,

2. Como afectard a la tabla éptima la introduccion de una nueva variable X; de coeficientes Az = (2,

1)ycs3=-1.
Vo Bl AL o |Txa|_[0143 -0286] [2]_[00
X % Yy, | 10143 0214] [1] |05

— 0,0
ng—Cx3:CB'Bl'Ax3—Cx3:[—2 —4]{05}—(—1):—1
z Xy X, X3 S; S;
z 1 0 0 -1 - 0,857 -0,286 -11,4
X1 0 1 0 0 0,143 -0,286 0,571
X, 0 0 1 0,5 0,143 0,214 2,571
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La nueva solucidn sigue siendo dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar
la solucidn actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es
de minimizacién. Siendo la solucion éptima:

X, =0571 X, =2571 Z=—114

3. El valor umbral de c; para que X; sea variable bdsica en la tabla éptima.

0,0

Zy, -Cx, =Cg-B-A, -Cy =[-2 —4]-{05

J—Cxﬁ—Z—Cxa

ZXS—CX320 = —Z—CX320 = CX3S_2
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Ejercicio 29
Dado el siguiente programa lineal:
Max {7 X; +3X, +2 X,}
3X;+0X,+2X;5<6
2X, +1X, +0X5<4
X;20  X,20 X320

Se pide:

1. Plantear el problema dual.

Min {6 W, +4 W, }
3W, +2W, >7
oW, +1W, >3

2W, +0W, >2

2. Halle el valor de las variables del dual.

Incluyendo en el modelo las variables de holgura y las variables de exceso que correspondan con la
finalidad de expresar el modelo en formato estandar:

Min {6 W, +4 W, }
3W, +2W, —1E, =7
OW, +1W, —1E, =3

2W, +0W, —1E; =2

Las ecuaciones que tienen variables de exceso deben multiplicarse por (- 1) en ambos lados con la
finalidad de hacer positivo el coeficiente de la variable de exceso y formar asi el vector unitario que
permita tomar la variable de exceso como variable basica inicial, sin necesidad de agregar una
variable artificial a esa restriccion.
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Zlw, W, E E E
z|1]-6 -4 0o o o] o0
ELE]loOo[ -3 -2 1 o o0]-7
EE|lol o -1 0o 1 o0 -3
|0 -2 0o o0 0 1]|-2

La solucidn resultante si bien es dptima dado que todos los costes reducidos son negativos y el
problema es de minimizacién, no es factible dado que no cumple con la condiciéon de no negatividad
de las variables. Para reconstruir la factibilidad debe aplicar el método simplex dual.

Iteracion 1 - Sale de la base E; ya que su valor es negativo (no es factible), y de todos los valores
negativos de las variables basicas, el mayor en valor absoluto. Entra de la base:

Z. —C. -6 —
Min{——2L a¢ ;<0 =Min{—6,—4}=2 - W
ag, | v -3 -2

z[w, w, E, E, E;
z [1] o 0 -2 0 o0 | 14
W, | 0] 1 o066 -033 0 0 | 233
E, |0 ] O -1 0 1 0| -3
E, |O| 0 133 -066 0 1 | 2,66

Iteracion 2 - Sale de la base E, ya que su valor es negativo (no es factible), y de todos los valores
negativos de las variables basicas, el mayor en valor absoluto. Entra de la base:

. Z;-C . [0
Min ,ag J-<0 =Min{—,-r=0 —»> W,
ag,, 2 -1

zlw, w, E, E,
z 1] o 0 -2 0 0 14
w, 0] 1 0 -033 066 0 | 033
W, | 0] 0 1 0 -1 0 3
B 0| 0O 0 -066 1,33 1 | -134

Iteracion 3 - Sale de la base E; ya que su valor es negativo (no es factible), y de todos los valores
negativos de las variables basicas, el mayor en valor absoluto. Entra de la base:

Min ,ag J-<0 =Min —r=3 = E;
g, j 8 —-0,66
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zZlw, W, E E E,
z | 1] o o0 0 -4 -3 | 18
w, | o] 1 o0 0 O0 -05] 1
w, o] o 1 0 -1 0 3
E, |O| 0O 0 1 -2 -15 | 2

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es de
minimizacion. Siendo la solucién dptima:

w; =1 W, =3 E,=2 z=18
O bien graficamente:

W, =00 W, =35
W, =23 W, =00

SW, +2W, 27 — {
1w, >3
2W; >2

Z=24 W,=0 W,=6

W, +4W, =2 —
Z=24 Wy =4 W, =0

N
N 1 '
S W
~ 1
N
N
N
N
—
N
N
N
N
3 -1 ~
Optimo W] = 1, =3 f
N
N
\\
[ | N e
[ [ [ [ [ [ [
N
N
N
N
N
N
N
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3. A partir de la solucién del dual encuentre el valor de las variables del primal, el valor de las
variables de holgura, y el valor de la funcion objetivo.

Teorema de la ortogonalidad u holgura complementaria:
X,-E;=0 - E;=2 = X;=0
X,-E, =0 - E,=0 = X,>0
X3:-E3=0 - E3=0 = X;3>0
De donde:
0X, +2X5=6
= X,=4 X;=3

1X, +0Xy =4

O bien directamente de la tabla éptima del dual:

zZ|w, W, E E E,

z | 1] o o o0 -4 -3 |18
w, | o 1 o0 0 o0 -05]| 1
W, | o] o 1 0 -1 0 3
£, |0 ] O 0 1 -2 -15 | 2

El valor de las variables del primal se corresponde con el valor del coste reducido de las variables de
exceso.

X, =0 X, =4 Xz =3 z-18
Siendo el valor de las variables de holgura del primal:
W,-S,=0 > W;=1 = S,=0
W,:S,=0 > W,=3 = S,=0

O bien directamente de la tabla éptima del dual:

z[w, W, E E Es
z 1] o o o0 -4 -3 |18
W, | 0] 1 0 0 o0 -05] 1
W, | 0] 0 1 0 -1 0 3
£, | O] O o 1 -2 -15 ] 2
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El valor de las variables de holgura del primal se corresponde con el valor del coste reducido de las
variables del dual.

S, =0 S, =0

Siendo el valor de la funcién objetivo:

Z=Cgq-Xg =[3 2]~EJ:18
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Ejercicio 30
Resuelva el siguiente programa lineal mediante el método de las dos fases.
Max {2 X, +4 X, }
—2X,+2X, <4
2X, +1X, <9

2X, +3X, =11

Solucion

En primer lugar incluya en el modelo las variables de holgura y las variables artificiales que
corresponda:

—2X,;+2X,+1S5, =4
2X; +1X, +1S, =9
2X, +3X, +1A, =11

Resuelva seguidamente la fase | del método simplex:

Min {L A, }
—2X; +2X, +1S, =4
2X, +1X, +15, =9

2X; +3X, +1A, =11
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En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcién objetivo:

Z;-C;j=Cg -B"-N-Cy

-2 2
z;-C;j=[0 0 1| 2 1|-[0 0]=[2 3
2 3
4
Z=Cqg-Xg=[0 0 1]-|9 |=11
11
Z [ X X S S A
z |12 3 0o o0 0|1
S|ofl-2 2 1 o o] 4
s,|ol2 1 0o 1 09
AAJO] 2 3 0o 0 1|1

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min B7b’Yx >0;=Min ﬂ’g’ﬂ :E - 5
Y, 2 2

X, 2'1'3
Z [ X X S, s, A
z|1]s5s o -15 0o o0 |s
X, |0o]-1 1 05 o0 o0 |2
s,{o] 3 o0 -05 1 07
A, lo|l s o -15 0 1|5

Iteracion 2 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min {22 v, >0 :Min{—,z,§}:§ S A
o 3’5/ 5

YX
Z[ X X S S5 A
z |10 o 0 o -1 |o
X, ol o 1 02 o0 02 |3
s, /ol o o 04 1 -06]|4
X |o|l1 o -03 0 02 |1
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Fase 2:

Max 2 X, +4 X, —M A, }
-2X;+2X,+15, =4
2X, +1X, +1S, =9

2X, +3X, +1A; =11

X; >0
02 02
Z;-Cj=[4 0 2]| 04 -06|-[0 -M]=[02 1,2+M]
-03 02
3
Z=Cg-Xg =[4 0 2]-|4|=14
1
Z X, X S S A
z|1]0 o 02 0 12+M | 14
X, o] o 1 02 o 0,2 3
s, |00 o 04 1 -0,6 4
XX |0|] 1 0o -03 o0 0,2 1

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es positivo y el problema es de
maximizacion. Siendo la solucidn éptima:
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Ejercicio 31

Para el programa lineal:

Con la siguiente matriz A:

Minimizar ¢ - X

A-Xx=b

x>0
2 -1 4 1 0
1 4 -3 0 1

Y el vector b = (10, 5). Se da la siguiente tabla incompleta para una iteracion del simplex revisado:

Z | 0333 0,333
X, | 0444 0,111
X, | -0,111 0,222

Complete la tabla y construya la tabla del simplex normal correspondiente a la anterior.

Solucion

XB:B’l.b:[
W=Cs-B? = (0333 0333)=(Cy, CXZ){

W=Cyz-B*' = {

0,333
0,333

0444 0111 | [10] |5
-0111 0222| |5]| |0

0,444 0111
-0111 0,222

0444Cy —0111Cy Cx, ] 1
= = =
0111Cy +0,222Cy Cx,| 1L

Z=Cg-Xg =01 1)-m_5
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De donde la tabla completa del simplex revisado:

A 0,333 0,333 5
X1 0,444 0,111
X, -0,111 0,222 0

(6]

Y la tabla del simplex normal:

Z X X X A A,
z|1]0 o 0333 0,333 | 5
XX o] 1 o 0,444 0,111 | 5
X, o] 0o 1 -0,111 0222 | 0

a Y, 0,444 0111 4 1,444
Yy, =B1-Ay = = . -
’ ’ Yy, | [-0111 0222] |-3| |-1111

4
~Cy, =Cg -B™ Ay ~Cy =[0333 0,333][_3J—cx3 =0333-Cy,

De donde:
Z | X X X3 A A,
z 1 0 0 0,3-Cy3 0,333 0,333 5
X1 0 1 0 1,444 0,444 0,111 5
X, 0 0 1 -1,111 -0,111 0,222 0
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Ejercicio 32

Su alimentacion requiere que lo que coma pertenezca a uno de los siguientes grupos de alimentos
(pastel de chocolate, helado, refrescos, y pastel de queso). Dispone de los siguientes alimentos para
el consumo: bizcochos de chocolate, helado de chocolate, cola, y pastel de queso, siendo su coste de
4 euros cada bizcocho, 2 euros cada bola de helado de chocolate, 3 euros una botella de refresco, y 6
euros una porcion de pastel de queso. Cada dia necesita ingerir por lo menos 600 calorias, 20
gramos de chocolate, 30 gramos de azucar, y 25 gramos de grasa. El contenido nutritivo unitario de
cada elemento se muestra en la tabla.

Calorias Chocolate Azlcar Grasa
Bizcocho 300 2 1 1
Helado 200 1 1 2
Refresco 100 0 2 1
Pastel queso 400 0 3 3

Resolviendo el programa lineal correspondiente, se obtiene la siguiente solucion:

Variable Valor Coste reducido

Bizcocho Xg 0 -1,5
Helado de chocolate Xy 20 0
Refresco Xg 5 0

Pastel de queso Xp 0 -1,5
E, 3900 0

E, 0 -0,5

Es 0 -1,5
Es 20 0

Se pide:
1. Determine si la solucion actual sigue siendo optima en el caso de que el precio unitario del
bizcocho aumente hasta 5 euros y el precio de una porcion de pastel de queso disminuya hasta 5

euros. En caso de que no siga siendo dptima la solucion, halle la nueva solucion éptima.

La solucion éptima expresada en formato tabular:

Z| X2 Xa¢ Xa Xo E E Es E,
z|1]l-15 o o -15 0 -05 -15 O

Xy | O 1 0 0 0 20
Xz | O 0 1 0 0 5
£, | O 0 o0 1 0 | 3900
£, |0 0 o0 0 1 20
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Dado que el bizcocho y el pastel de fresa son variables no basicas, si varia su coste unitario,
Unicamente cambia en la tabla éptima el coste reducido de dichas variables.

Zy, — Clovo_(z, —ciewal), coual _cueo_ 15,4 5-_25

B
Zy, —CYeo= (zxp - C";‘fﬁ“a')+ CiMa ™0 =—15+6-5=-05

La solucidn sigue siendo 6ptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidén actual, ya que el coste reducido de las variables no bdsicas es negativo y el problema es de
minimizacion. Siendo la solucién dptima:

Xy =20 Xg =5 Xg =0 Xp =0

2. Hasta que valor puede rebajarse el precio de un bizcocho de forma que la base actual siga siendo
Optima.

Formulando el programa lineal original, resulta:
Min {4 Xg +2 X, +3Xg +6X;}
300 X5 + 200 X, +100 X + 400 X, > 600
2Xg +1X, +0Xg +0Xp 220
1Xg +1Xy +2Xg +3Xp 230
1Xg +2 Xy +1Xg +3Xp 225
>0
Incluya en el modelo las variables de exceso y las variables artificiales que corresponda:
300 X + 200 X, +100 X +400 X, —1E; +1A, =600
2Xg +1Xy +0Xg +0Xp —1E, +1A, =20
1Xg +1Xy +2Xg +3Xp —1E; +1A, =30

1Xg +2 Xy +1Xg +3Xp —1E, +1A, =25
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Resuelva la fase | del método simplex:
Min {+1A; +1A, +1A; +1A,}

300 X +200 X, +100 X +400 Xp —1E; +1A; =600
2Xg +1X, +0Xg +0Xp —1E, +1A, =20
1Xg +1Xy +2Xg +3Xp -1E53+1A5; =30
1Xg +2Xy +1Xg +3Xp —1E, +1A, =25

X; >0 A; >0

En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcidn objetivo:

Z;-C;=Cg-B™"-N-Cy

300 200 100 400
1 0 0
1 2 3
1 2 1 3

Z;-C;=f 11 1] 12 -0 0 0 0]=[304 204 103 406]

600

20

Z=Cg-Xg=[1 11 1] =675
25
Z | X Xu G Xo E E Es E, A A Al A

Z | 1|304 204 103 406 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 | 675
A, | 0|30 200 100 400 -1 0 O O 1 0 0 0 |600
Ay o 2 1 0 0 0 -1 0 O0 0 1 0 0| 2
A; | O 1 1 2 3 o o0 -1 0 0 0 1 0| 30
A, | O 1 2 1 3 0 0 0 -1 0 0 0 1] 25

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
win (S0 v ol win [0 0 2] 80
Y, 400" '3 3] 400
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Z ] X Xy X2 Xp E, E, E E, A, A, Ay A,
Z | 1] -05 1 5 0 0015 -1 -1 -1 -1015 0 O O | 66
X» |0] 075 05 025 1 -00025 O O O 00025 O O O | 15
A | O 2 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0| 20
A; | 0|-125 -05 125 O 00075 O -1 O -00075 O 1 O | 255
A, | O|-125 05 025 O 00075 O O -1 -00075 O O 1 | 205

Iteracion 2 - Entra en la base X ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min 180 v, sol=min{ X2 _ 255 205|_15
Yy, 025" '125'025/ 025

Z ] Xa  Xa  Xs X E, E, E E, A A, A, A,
z 1] -5 -2 o -6 003 -1 -1 -1 -103 0 0 0 | 57
X | 0] 3 2 1 4 -0001 0O O O 001 O O O 6
A, | 0| 2 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 o0 | 20
A, |lO| -5 -3 0 -5 002 o0 -1 ©0 -002 O 1 0 | 18
A, | 0| -2 0 0 -1 001 0 0 -1 -001 O 0 1 | 19

Iteracion 3 - Entra en la base E; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min{B b,YE >O}=Min{—,—,18,lg}=18 - A;
Ye, 1 0,02 0,01 0,02
Z Xg X Xg Xp E, E Es E, A A, A, A,
YA 1 2,5 2,5 0 1,5 0 -1 0,5 -1 -1 0 -1,5 0 30
Xr 0 0,5 0,5 1 1,5 0 0 -0,5 0 0 0 0,5 0 15
A, 0 2 1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0 0 20
E; 0 -250 -150 0 -250 1 0 -50 0 -1 0 50 0 900
A, 0 0,5 1,5 0 1,5 0 0 0,5 -1 0 0 -0,5 1 10

Iteracion 4 - Entra en la base Xy ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

1
Min B b:Yx >0,=Min E,Q,—,E =E - A,
Yy, 051 15/ 15
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Z ] X& Xa X Xo E E B B2 A A A A,

Zz|1]/166 0 0o -1 0 -1 -03 066 -1 O -06 -1,6 | 133
X2 |0] 033 0 1 1 0O 0O -06 03 0 0 066 -03]| 11,6
A, |l0O| 166 0o o -1 0 -1 -03 066 O 1 033 -06 | 133
E, [0]-200 0 0 -100 1 0O 0 -100 -1 0O 0 100 | 1900
X« | 0] 033 1 o0 1 0 O 033 -06 0O 0 -03 066]| 666

Iteracion 5 - Entra en la base Xz ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min B~ b Yy >0b=Min 11,6 ,13,3’_‘ 6,66 213,3 S A,
Yy, 8 0,33 1,66 0,33 166

Z | Xs Xu Xg  Xp E, E, Es E, A A, A, A,
z 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0
Xr 0 0 0 1 1,20 0 0,20 -0,6 0,2 0 -0,20 0,6 -0,20 9
Xg 0 1 0 0 -0,6 0 -0,6 -0,2 0,4 0 0,6 0,2 -0,4 8
E, 0 0 0 0 -220 1 -120 -40 -20 -1 120 40 20 3500
Xy 0 0 1 0 1,20 0 0,20 0,4 -0,8 0 -0,20 -04 0,8 4
Fase 2:

Min{4Xg +2X, +3Xg +6Xp +MA, +MA, +MA; +MA,}
300 X +200 X, +100 X5 +400 Xp —~1E; +1A; =600
2Xg +1Xy +0Xg +0Xp —1E, +1A, =20
1Xg +1Xy +2Xg +3Xp —1E5 +1A; =30
1Xg +2Xy +1Xg +3Xp —1E, +1A, =25

X.

>0
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Z;-C;=Cg-B™" N-Cy

120 020 -06 02 0 -020 06 -0,20
-06 -06 -02 04 O 0,6 02 -04
-220 -120 -40 -20 -1 120 40 20

120 020 04 -08 0 -020 -04 0,8

Cg-BY-N=[3 4 0 2]

Z,-C;=[36 -14 -18 06 0 14 18 -06]-[6 0 0 0 M M M M]

Z,-Cj=[-24 -14 -18 06 -M 14-M 18-M -06-M]

9

8

Z=Cy-Xg=[3 4 0 2] 2500 =67
4
Z X X4 X2 Xo E E E, E, A A, A, A,

z|l1]0 o 0o -24 0 -14 -18 06 -M 14-M 18-M -06-M| 67
Xe|] 0] 0O 0 1 120 0 020 -06 02 O -0,2 0,6 -0,2 9
Xs| 0|1 0o o -06 0 -06 -02 04 O 0,6 0,2 -0,4 8
E,lo|lo0 0o o0 -220 1 -120 -40 -20 -1 120 40 20 3500
X/ 0l0o 1 0o 120 0 020 04 -08 O -0,2 -0,4 0,8 4

Iteracion 1 - Entra en la base E, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

-1
Min LbrYE >0¢=Min i,i,—,— _8 - Xg
Ye, ! 02 04 0,4

Z | X5 X4 X X E B, E, A A, A, A,
z|1]-15 o 0o -15 0 -05 -15 0 -M 05-M 15-M -M | 55
X/ 0l-05 o 1 15 0 05 -05 O 0 -05 0,5 0 5
/0|25 0o 0 -15 0 -15 -05 1 0O 1,5 0,5 -1 20
B, 0| 5 ©0 0 -250 1 -150 -50 0 -1 150 50 0 | 3900
X | 0] 2 1 o0 0 0o -1 0 0 0 1 0 0 20

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucidn actual, ya que el coste reducido de las variables no basicas es negativo y el problema es de
minimizacion.
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De donde la inversa de la base:

0 -05 05 0

gi_| 0 15 05 -1
-1 150 50 0O

0 1 0 0

-05

5
o | ~Cx, =25 ~[a+acy,]

a 2
Zx, —Cx,=Cg-B*-N-Cy=[3 0 0 2] 5

2

Zx, ~Cx, <0 = 25 —[4+ACy ]<0 = ACy >-15

El precio de un bizcocho puede rebajarse hasta 4 — 1,5 = 2,5 euros de forma que la base actual siga
siendo 6ptima.

3. Hasta que valor puede rebajarse el precio de una porcion de pastel de queso de forma que la base
actual siga siendo dptima.

15
-15
—-250
0

Zx, ~Cx, =Ca-B-N-Cy=[3 0 0 2]. ~Cx, =45 —[6+ACy |

P

Zx, ~Cx <0 = 45 -[6+AC, |<0 = AC, >-15

El precio de una porcién de pastel de queso puede rebajarse hasta 6 — 1,5 = 4,5 euros de forma que
la base actual siga siendo 6ptima.
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Ejercicio 33

Resuelva el siguiente programa lineal mediante el algoritmo del simplex con cotas.

Max {8 X; +6 X, }
4X, +3X,>6

1X, +3X, 213

Soluciéon

En primer lugar incluya en el modelo las variables exceso y las variables artificiales que corresponda:

4X,+3X, ~1E, +1A, =6

1X, +3X, -1E, +1A, =13

Resuelva seguidamente la fase | del método simplex:

Min LA, +1A,}
4X, +3X, -1E, +1A, =6

1X, +3X, —1E, +1A, =13
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En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcién objetivo:

Z;-C;j=Cg-B-N-Cy

z,-C;= 1].[11 2 7; _ﬂ—[o 0 0 0= 6 -1 —1]

6
Z=Cg-Xg=[t 1]-{13}:19

L L L L
Z| X X% E E A A
Z|1|5 6 -1 -1 0 019
AAlO[4 3 -1 0 1 0|6
A, |0 1 3 0o -1 0 1|13
L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Iteracion 1 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

Min BB Gy s
In—————-— si > _ —
B, = Y x>0 _\ynf6=0 13-0] 6
. 3 3 3
0 si Yy, <0
Ug - X
Min—=—"B i v, <0
B, = - Yx, 2 = Min {oo,oo}:oo
) si YXz >0

Uy, —Lx, =6-0=6

2

A, =Min S @ 6l=8 5 A
3 3

A 6| [3] 6 |0
XE=[ T =X -V, AX,=| |- =
ol x5 )

L L L L
z| X X g £, A A

z 1] -3 0 1 -1 -2 0o |7

X, | 0] 13 1 -03 0 033 0 |2

A, | 0| -3 0 1 -1 -1 1|7

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.
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Iteracion 2 - Entra en la base E; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

- XB LB
Min — ~ si Yg >0 ] 7-0
Br= Ye, ! —Mln{oo, }:7
o0 si Yg <0
Ug - X
Min —2 B si Y <0 (6-2
B, = =Yg, ' = Min L, =12
o si Yg, >0 '

Ug, ~Lg, =0 —0=c0

AE; =Min{7,12,0}=7 — A,

A 2| |-03 433
n= 72 =XE - Y -AE =| |- X7 =
A, : 7] |1 0

L L L L

Z] X, X, E E A A
z |1 0 0 o 0 EE 0
X, | olo03 1 o -03 0 03] 433
E, | 0| -3 0o 1 -1 -1 1 7

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Fase 2:
Max 8 X; +6X, —~-MA; ~MA,}
4X, +3X, —1E; +1A; =6

1X, +3X, —1E, +1A, =13
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03 -03 0 03
z,-c;=[6 0] -8 0 -M -M]=[-6 -2 M 2+M]
-3 -1 -1 1
4,33
Z=Cy-Xg =[6 0] S |=2
L L L
Z[ X X E B A A,
z|1] -6 0o 0 -2 M 2+M [ 26
X, ]0][03 1 0 -03 o0 03 | 433
EJ|lo] -3 o 1 -1 -1 1 7

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Iteracion 3 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el

mayor. Sale de la base:

Min BB G v o
In———-— si X, > . [433-0
By = Yy, | ! = Mm{ 03 ,oo}:]_?)
0 si Yy <0
. Ug, —Xp, .
Min ! L si Yy <0 _
B, = - Yx, - :Min{oo,iOO 7}21
. 3 3
0 si Yy 20

Uy, — Ly, =1-0=1

AX; = Min {13, %,1}:1 > X

X
=

| S

J:xg - Yy, ~AX1=L

U L L L
z| X X E E A A,

z|1] -6 0o o0 -2 M 2+m | 32

X, |o]03 1 0 -03 0 0,3 4

E|o| -3 o 1 -1 -1 1 10

U (upper) = El valor de dicha variable es su cota superior.

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.
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Iteracion 4 - Entra en la base E, ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos a
cota inferior, el mayor. Sale de la base:

. Xg —Lg .
Min ———= si Yz >0
Pr= e 2 = Min {oo , oo}:oo
o0 Si YEZSO
Min 2B %8B G v <o
in———" si Yg, < [6-4 -10
- -, 2 = Min<{——, =6
BZ E, ) {0’3 1 }
o Si YEZZO

Ug, —Lg, =0-0=w

AE, =Minfo,6,0}=6 — X,

s B2 xa vy ap. 2| 4|03, 6] ©
B~ =Ap~ Tg, AEy = - x6=
E, 2 1 -1 16

U U L L

Z Xl Xz E1 EZ Al AZ
z 1 -8 -6 0 0 M M 44
E|lO0|]-1 -3 0o 1 o0 -1 6

E, 0 -4 -3 1 0 -1 0 16
U (upper) - El valor de dicha variable es su cota superior.
L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual. Siendo la solucién dptima:

X, =1 X, =6 Z=144
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Ejercicio 34

Explique como puede modificarse el método simplex revisado para llevar a cabo el método simplex
dual en forma matricial. En particular, indique como se obtendria la informacion necesaria para:

1. Aplicar la regla de detencion.

El método del simplex revisado se basa en la siguiente tabla en la que solo se muestra el valor de las
variables basicas, el de la funcién objetivo, la inversa de la base, y las variables duales:

w | CgB'b
B'b

wu

El método del simplex dual se utiliza cuando el valor de alguna variable basica es negativo y por lo
tanto la solucion, si bien es éptima, no es factible. El simplex dual trata de restaurar la factibilidad
sin perder la optimalidad. Luego, para aplicar el método simplex dual en forma matricial a la tabla
del simplex revisado, basta utilizar el método simplex dual en forma matricial a partir de una tabla
del simplex revisado que sea éptima y no sea factible.

El algoritmo se detiene cuando el valor de todas las variables basicas es positivo, es decir, cuando se
ha conseguido reconstruir la factibilidad sin perder la optimalidad, en caso contrario, mientras
existan variables en la base cuyo valor sea negativo debe seguirse iterando para reconstruir la
factibilidad.

Otra posibilidad de detencidn del algoritmo se presenta cuando ninguna variable puede entrar en la
base con el fin de mejorar la situacién actual, en cuyo caso la solucién no es factible dada la
existencia de variables en la base con valor negativo.

2. Identificar la variable bdsica que sale de la base, y la variable que entra.

Sale de la base la variable basica X, cuyo valor es negativo, y de todas las variables basicas con valor
negativo se elige para salir de la base la de valor negativo mayor.

A continuacién debe calcular el coste reducido y los valores y; de cada variable no basica, o lo que

es lo mismo, calcular la columna correspondiente de la tabla del simplex para cada una de las
variables no bdsicas:
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w CB B- ! b Zj - Cj
Yii

B' |B'b Yir
yjm

Excepto para las variables que eran basicas al inicio del algoritmo, dado que sus costes reducidos y
sus valores y; se muestran en la tabla del simplex revisado.

-1
Z,-Cj=Cg-B™-A;-C;=W-A,-C,

_p-1
Y;=BT-A
La variable no basica que entra en la base X; se corresponde con el siguiente minimo:

in Lj _ Cj‘

‘Y <0

M Y

jr

jr
3. Obtener la nueva inversa de la base en cada iteracion.
Para obtener la inversa de la base en cada iteracion, en el lugar correspondiente de la tabla del

simplex revisado, pivote sobre el elemento y;, de manera que al final el valor de éste elemento sea
1y todos los demas elementos de la columna 0.
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Ejercicio 35
Resuelva el siguiente programa lineal:
Max {2 X; +2 X, +6 X3}
1X, +1X, +1X5<20
~4X, +3X, +0X; <6

0X; +1X, +3X, <12

Soluciéon

En primer lugar incluya en el modelo las variables de holgura que corresponda:

1X; +1X, +1X5 +15; =20

—4X,+3X, +0X;+1S,=6

0X; +1X, +3X5 +15, =12
En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcidn objetivo:

Z;-C;=Cg-B™-N-Cy

111100
Z;-C;j=[0 0 0]|-430 010 -[22 6]=[-2 -2 —6]
013001
20
Z=Cg-Xg=[0 0 0]-|6|=0
12
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L L L
Z X, X X35 S S, S
z|1]-2 -2 -6 0 0 0] o0
s, | o 1 1 1 1 o0 o0 ]2
s,|ol-4 3 0o o0 1 o016
s;s | o o 1 3 0 o0 1|12

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Iteracion 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor. Sale de la base:

Min B EB G v, S0
in———— si > . [20-0 12-0
1= Yx, X3 :l\/||n{7,oo,73 }:4
© Si YX3S0
Ug - Xg
Min—_ "% i v, <0
B, = = Yx, 2 :Mln{oo,oo,oo}:oo
© Si YX320
Uy, —Lx, =6-0=6
AXg=Min{d, o, 6}=4 — S,
S, 20| |1 16
X =|S, |=XE Yy, AXs=| 6 |~|0|x4=|6
S, 12| |3 0

L L L
Z[ X X X5 S S, S

z [ 1] -2 0 0 0 o0 2 24

s, /o] 1 o066 0 1 0 -03 | 16

s, | 0] -4 3 0 0 1 0 6

Xs | O 0 0,33 1 0 0 0,33 4
L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.
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Iteracion 2 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido negativo, y de todos los negativos, el
mayor. Sale de la base:

. Xg —Lg
Min ————— si Yy >0 . [16-0
B = Y)(1 ! = Min T,oo,oo =16
o0 si Yy <0
Ug - X
Min—— % i v, <0| ©—6
B, = —Yxl ! = Min OO,T,OO =
0 si Yx, 20

Uy, —Lx, =5-0=5

AX; =Minfl6,,5}=5 — X;

S 16| | 1 11

XB =[S, |=X3 Yy, -AX;=| 6 |-| —4|x5=|26

X, 4 0 4

U L L
Z| X X X S S, S

z [ 1] -2 0 0 0 O 2 34
s,|ol 1 o066 0 1 o0 -03 ]| 11
s, | 0| -4 3 o o0 1 0 26
X; 0] 0o 03 1 0 0 033] 4

U (upper) = El valor de dicha variable es su cota superior.
L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

La solucion hallada es éptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual. Siendo la solucién éptima:

X; =5 X, =0 Xg=4 Z=34
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Ejercicio 36
Mediante el método simplex con cotas inferiores y superiores resuelva el siguiente programa lineal:
Min {3X; —4X,}
3<1X, +1X, <5

2<2X,-5X,<8

Solucion
En primer lugar incluya en el modelo las variables de holgura que corresponda:
1X, +1X, +15, =5
2X,-5X, +1S, =8
Y dado que:
—3>-1X; -1X,>-5
—2>-2X;+5X,>-8
Las cotas resultantes:
5-3>S,25-5 2>S,>0
8-2>-2X,+5X,>8-8 6>S,>0

En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcidn objetivo:

Z;-C;=Cgz-B*-N-Cy

1 110

7Z.—-C. = .
== O]L -50 1

|- -4k 4

Z=Cq-Xg=[0 o}@:o
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Z X X S S,

z|l1]-3 a4 o oo
s, o 1 1 1 0|5
s, ol 2 -5 o0 1]s8

Esta solucidn no es factible dado que el valor de la variable S, es superior a su cota superior que es

de 6, lo que obliga a incorporar variables artificiales al modelo con la finalidad de tener una base
factible inicial.

Resuelva seguidamente la fase | del método simplex:
Min LA, +1A,}
1X, +1X, +1S, +1A, =5
2X,-5X,+1S,+1A, =8
0<S, <2
0<S,<6

En la primera fila de la tabla debe colocar los costes reducidos de cada variable, asi como el valor de
la funcidn objetivo:

Z;-Cj=Cg-B™-N-Cy

z,-C;=[t 1]-@ _15 1001}7[0 0 0 0]=[3 -4 1 1]

Z=Cg-Xg=[1 1]{2}:13

L L

Z X X S S5 A A
z |13 -4 1 1 o0 0|13
Alol1 1 1 o 1 0] 5

A, | O 2 -5 0 1 0 1 8
L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.
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Iteracion 1 - Entra en la base X; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

B
Min — - si Yy >0 _ —
By = Yx, %70 min 220 8201y
1 2
0 si Yy, <0
-X
Min —2 8 i Yy, <0 .
By = - Yx, ! = Min fo, w}=
0 si Yy, >0

Z[ X X S S5 A A
z|1]0 35 1 -05 0 -15 1
A, O[O 35 1 -05 1 -05]1

X1 0 1 -2,5 0 0,5 0 0,5 4
L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Iteracién 2 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

. XB-_LB .
Min ————— si Yy >0 1-0 1
B, = Yx, ? = Min L0 b=
- : 35
0 si Yy, <0
Ug —Xg
Min —2 B i Yy, <0 . w—4
B27 sz 2 = Min , ——— =00
o si Yy, 20 '
Ux, —Lx, =0—-0=
AX, = Mindt o et 5 A
3, 35
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X“—Al CXE V. . AX |1 35 1 |0
B~ =Ap~ Tx, ARy = - XoET
X, 2 4 -25| 35 |471

L L

Z X X S S, A A,
z|1]0 o 0 0 -1 -1 0
X, o] o 1 029 -014 029 -014 | 029
XX o] 1 o 071 014 071 014 | 471

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Fase 2:
Min 3X; -4 X, +M A + M A,}
11X +1X, +1S +1A; =5

2X, -5X,+1S, +1A, =8

029 -014 029 -014
z,-C;=[-4 3| -oo ™M M= 11-M 1-M]
071 014 071 014
Z=Cy-Xg =[-4 3 029 13
SRR 471
L L
Z X X S S, A A,
z|1]0 o 1 1 1-M_ 1-M | 13
X, /0| 0 1 029 -014 029 -014 | 029
X, /0] 1 o0 o071 014 071 014 | 471

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.
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Iteracion 3 - Entra en la base S; ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

 Xg —Lg
Min ———- si Y5 >0 . [029-0 471-0] 0,29
By = Ys, = Min , -
. 0,29 0,71 0,29
© Si Y81 <0
Ug - X
Min—=_ "8 i v, <0
Bz = =Y, ' =Min fo, of=a0
© Si Ysl >0
Ug —Lg =2-0=2
AS =Min{l,»,2}=1 - X,
.1 . 0,29| 10,29 0
X0 = =X& — Y -AS, = - x1=
X, 1 471 071 4
L L
Z |l x X s S, A A,
z 1] 0 -35 o0 1,5 -M 15-M | 12
s, |]ol o 35 1 -05 1 -0,5 1
X, /o] 1 -25 0 05 0 0,5 4

L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Iteracién 4 - Entra en la base S, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

. Xg —Lg
Min ———— si Yg, >0 . 4-0
By = Ys, ? = Min {oo, }:
0 si Ys, <0 Y
U, —
Min —2 B i Ys, <0 2-1
BZ_ _Ysz - y © =2
© si Yg, 20 '

Us, —Ls, =6-0=6

AS,=Minf,2,6}]=2 - S
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x5 =3 |oxg - e a8, = |t <] T0%|w2-| 2
B~ =Ap~ Ys, A9 = - x2=
X, 2 4] | 05 3

u L

Z[ X X S S A, A,
z|1]0 7 3 0 3-M -M]|9
s, ol o -7 -2 1 -2 1 |2
X, | 0] 1 1 1 0 1 0 | 3

U (upper) - El valor de dicha variable es su cota superior.
L (lower) indica que el valor de dichas variables es su cota inferior.

Iteracion 5 - Entra en la base X, ya que tiene el coste reducido positivo, y de todos los positivos, el
mayor. Sale de la base:

- Xg —Lg
Min ———=— si Yy >0 . 3-0

Br= Yx, 2 = Min {oo, 7}:3

0 si Yy, <0

Ug - X

Min% si. Yy, <0 i 6—2 4
= - = Min ,00 p=—
BZ X3 ) { 7 oo} 7

0 si Yy, 20

Uy —Ly =0-0=0w

S 2 7 6
SRR R MR Rt
Y) U
Z | X1 X2 S1 S2 Al A2
Z 1 0 0 1 1 1-M 1-M 5
X, | O 0 1 0,29 -0,14 0,29 -0,14 | 0,57
X110 1 0 0,71 0,14 0,71 0,14 2,43

U (upper) = El valor de dicha variable es su cota superior.

La solucion hallada es dptima dado que ninguna variable puede entrar en la base y mejorar la
solucién actual. Siendo la solucién dptima:

N
I
ol

X, =243 X, =0,57

156









Sobre el autor

Federico Garriga Garzén

Federico Garriga Garzon es Doctor Ingeniero Industrial e Ingeniero Industrial
especializado en Organizacidon por la Universidad Politécnica de Cataluia
(UPC). En la actualidad es profesor del Departamento de Organizacién de
Empresas de la Escuela Técnica Superior de Ingenierias Industrial y
Aerondutica de Terrassa de la UPC.

159



Esta publicacion no es Unicamente un libro de ejercicios
resueltos de programacién lineal para estudiantes, sino una
fuente de informacién e incluso, en cierto modo, puede
hablarse de una metodologia para la resolucién de dichos
ejercicios, de interés tanto para estudiantes como para
profesionales que en su trabajo lleven a cabo actividades de
optimizacién tanto en el ambito de la empresa privada como
en las administraciones publicas.

Ha sido planificado para su utilizacién por personas con
conocimientos de programacién lineal, primordialmente para
facilitar el aprendizaje de los conceptos y procedimientos de
formulacién y resolucién de modelos de programaciéon lineal
de los estudiantes de dicha materia en las diversas
Facultades y Escuelas Técnicas en las que se imparte.

Su finalidad es eminentemente didactica, y Unicamente por
razones pedagdgicas se justifica la presente publicacién.
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