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PROLOGO

Se pretende que este libro se pueda utilizar en cursos de optimizacion no lineal
de pregrado en especialidades de las ciencias basicas e ingenieria, y otras areas
afines. Se espera que este libro también sea util como material de consulta a
profesionales, ya que cubre aspectos tedricos y computacionales, por ello
presenta una variedad de ejemplos y algoritmos para su programacion vy, al final
de cada capitulo se proponen problemas sencillos con aplicacion a las ciencias
de la ingenieria.

El contenido del libro conjunta el material fundamental de un curso introductorio
de optimizacion no lineal utilizado por los autores, en un periodo de mas de veinte
afnos, en la ensefianza de cursos de optimizacion matematica de nivel licenciatura
para los estudiantes de ingenieria de la Universidad Autbnoma Metropolitana
Unidad Iztapalapa en México. La motivacion principal para escribir esta obra
no ha sido la ensefianza de las matematicas en si, sino para equipar a los
estudiantes en los fundamentos de la optimizacion matematica y sus algoritmos
de manera integral: conceptos, desarrollo de habilidades (para la implementacién
de programas de cémputo) y metodologia en la solucién de problemas que
se pueden abordar con los métodos de la optimizacion no lineal en particular.
El enfoque particular adoptado aqui por los autores se deriva de experiencias
personales en practicar la docencia en las ingenierias en energia y quimica,
donde fue aplicada constantemente para resolver problemas que directamente
y de manera facil pueden abordarse a través del uso cuidadoso de técnicas de
optimizacion matematica.
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Buscando darle un orden mas claro y didactico al material, su estructura didactica
incluye los siguientes aspectos:

a) Explicar los temas con toda claridad a partir de su concepto o definicion
matematica. La formacion académica de un ingeniero demanda que se co-
nozca la metodologia desde su fundamento, lo cual no significa que se ha-
gan extensas deducciones matematicas; por ello, se ha intentado emplear
conceptos de algebra lineal, de algebra de matrices y de algunos temas
introductorios donde se requiere el calculo de varias variables apoyado en
ejemplos expuestos de una manera sencilla.

b) Exponer en forma ordenada las metodologias y algoritmos de calculo.
c) Presentar ejemplos explicados.

d) Poner a disposicion del lector problemas propuestos.

e) Emplear una nomenclatura y una simbologia ordenadas y légicas.

Por supuesto se han escrito en el pasado y pasado reciente, muchos textos
excelentes y mas completos sobre optimizacion matematica en general, y estamos
en deuda con muchos de estos autores por la influencia directa e indirecta que su
trabajo ha tenido en la redaccién de este texto. Con tantos excelentes textos sobre
el tema de la optimizacion matematica disponibles, se puede plantear la pregunta
con justificada razén: ¢ Por qué otro libro de optimizacion y que es lo diferente aqui?

Conscientes de que la optimizacién es una herramienta importante y necesaria
para la formacién de los estudiantes de las ciencias e ingenieria, el texto se
organiz6 considerando dos principios basicos; primero, el texto se escribié de
manera que aliente el estudio personal. Se ha tratado de conservar la belleza
intrinseca de las matematicas en la optimizacién; sin embargo, a fin de lograr
una mayor flexibilidad y claridad para el estudiante, se simplifico el lenguaje. El
rigor matematico se desarrolla con un enfoque computacional, sin ahondar en
la demostracion de teoremas, lemas y postulados entre otros, ni en el disefio
de programas y coédigos profesionales; en su lugar se enfoca la idea central
y la l6gica de cada método. Para la seleccion de una técnica apropiada y su
aplicacion, se explican las limitaciones y se proporcionan advertencias acerca
de la aplicacion ciega y la falta de comprensidn de las relaciones matematicas
en la optimizacién. El segundo principio consiste en dar énfasis e ilustrar los
conceptos con ejemplos en el texto para motivar al estudiante e ilustrar la
importancia de la optimizacion en la ingenieria.
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El texto tiene una presentacion gradual, de lo simple a lo complejo, y se inicia
con la introduccién de los conceptos elementales de optimizacion considerando
la clasificacién de los problemas, las propiedades de las funciones de una y
varias variables, las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad sin
restricciones y de optimizacién cuadratica, y su interpretacion geométrica. Se
estudian los métodos unidimensionales con derivadas, donde se revisan los
métodos de biseccién y Newton-Raphson. El estudio de técnicas de busqueda
unidimensional sin derivadas se realiza empleando la seccion aurea, y el método
de interpolacion cuadratica. Para lograr la resolucion de problemas cada vez mas
complejos se presentan técnicas de busqueda multidimensional sin derivadas y
con derivadas, como son: simplex irregular, direcciones conjugadas, descenso
acelerado, Newton, gradientes conjugados y métodos de métrica variable como
DFP y BFGS. Posteriormente, se presentan los métodos de minimos cuadrados
lineales (regresion lineal simple, polinomial y multiple), métodos de minimos
cuadrados no lineales (métodos de Newton, Gauss-Newton y Levenberg-
Marquardt) y métodos de solucion de sistemas de ecuaciones no lineales (métodos
de Newton y Broyden) como aplicaciones particulares y de gran amplitud para la
optimizacion sin restricciones. Por ultimo, se abordan temas de la optimizacién
con restricciones, como las técnicas de reduccion de variable y de multiplicadores
de Lagrange, éstas se usan para convertir un problema restringido en uno no
restringido, y resolver una funcién objetivo de menor o mayor numero de variables
independientes respectivamente.

El texto termina con un apéndice; este puede utilizarse para el repaso de las
matematicas preliminares necesarias para el desarrollo de la optimizacion de una
a varias variables por su contenido basico de conceptos de algebra lineal y de
algebra de matrices.






CAPiTULO 1

Conceptos de optimizacion






1.1 Introduccién

La teoria de optimizacién matematica esta constituida por un conjunto de resulta-
dos y métodos numéricos enfocados a encontrar e identificar al mejor candidato
entre diversas alternativas, sin tener que enumerar y evaluar de manera explicita
todas ellas. El proceso de optimizacion esta en la base de la ingenieria, puesto
que la funcion clasica del ingeniero es disefiar sistemas nuevos, mejores, mas
eficientes y menos costosos.

La potencia de los métodos de optimizacion para determinar el mejor caso sin
comprobar todos los posibles se basa en la utilizacién de un nivel relativamen-
te modesto de matematicas y en el desarrollo de calculos numéricos iterativos
empleando procedimientos logicos claramente definidos o algoritmos pensados
para computadoras. El desarrollo de esta metodologia de optimizacion requiere
conocimientos basicos de matrices, de algebra lineal (Apéndice A) y algunos de
los resultados del calculo de varias variables mas elementales sobre derivacion
que se introducira en este capitulo.

Un problema de optimizacion es, en general, un problema de decision. A
partir del valor de una funcion, que se llama la funcion objetivo y que se
disefa para cuantificar el rendimiento y medir la calidad de la decision,
se obtendran valores para cierto numero de variables, relacionadas
entre si mediante expresiones matematicas, de manera que minimicen
0 maximicen esa funcion objetivo y, por lo general, teniendo en cuenta
una serie de restricciones que limitan la eleccion de esos valores.
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El planteamiento general para resolver problemas de este tipo es, por tanto, el
siguiente:

Se desea optimizar f'(X)
Sujeta a: Restricciones

El empleo del término “optimizar” en la definicion incluye los objetivos de
minimizacion o maximizacion de la funcion f(x) cuando el punto X cumple el
conjunto de restricciones. En cualquier caso, siempre se puede transformar un
problema con miras a la maximizacion en otro equivalente para su minimizacion
y viceversa, simplemente multiplicando la funcién objetivo por -1. En adelante
y sin pérdida de generalidad, se considerara, salvo indicacién en contrario, que
todos los desarrollos, deducciones y problemas presentaran la funcién objetivo en
forma de minimizacion.

£(x)

]

Fim
L
]

Figura 1.1 Equivalencia del problema de Min f(X) =— Max (—f(X))
xe[a,b] xe[a,b]
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Ejemplo 1.1 Verificar que

M)lclg[l_n;lg]ar f(x) = —M?éc[i_nzi’izz]ar (—f(x))

considerando las graficas de las funciones f'(x) = X2 +2 y —f(x)= —x*-2
mostradas en la figura 1.1.

Solucion:

La funcién f(x) que se extiende hacia arriba toma su minimo valor de 2 en el
punto x=0. Enla misma figura se muestra la funcion f(x) extendida hacia abajo,
es claro que f(x) es una reflexion de —f(x) con respecto al eje x. También es
claro de la grafica que en el mismo punto x =0, ocurre el maximo valor de -2 de
—f(x), por lo tanto, la minimizaciéon f(x) es equivalente a menos la maximizacion
de —f(x) en el mismo intervalo de interés.

1.2 Elementos de la Optimizacién
Para aplicar los conceptos matematicos y técnicas numéricas necesarias de la
teoria de optimizacién en problemas concretos de Ingenieria, es necesario definir
previamente lo que se pretende optimizar. El enunciado general de un problema
de programacion matematica con restricciones podria ser:
Optimizar: f(x)
sujetaa: A (x)=0 i=L2...m

g;(x)<0 j=12,..1

x €
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donde x’ :(xl,xz,...,xn) es el vector de las variables independientes,f(x)
es la funcién objetivo, 2 C R"” (aunque puede ser cualquier espacio vectorial),
hi(x) son funciones que representan las restricciones de igualdad mientras que
Iang(x) representan el conjunto de las restricciones de desigualdad. El hecho
de que solamente aparezcan restricciones del tipo g; (x) < 0 y no aparezcan
restricciones del tipo gj(x)zo se debe a que estas ultimas pueden trans-
formarse en las primeras multiplicando la desigualdad por -1. En principio, las
funciones implicitas en el problema no necesariamente tienen alguna propiedad
particular, pero en nuestro caso se van a introducir hipétesis adicionales que nos
ayuden a simplificar el problema. Por ejemplo, se supondra de forma general que
las funciones f'(x), k;(x), g;(x) son continuas y que en la mayoria de los casos
tienen derivadas primeras y segundas, también continuas. Ademas, el conjunto
Q sera en la mayoria de los casos un conjunto convexo, aunque generalmente
Q=R".

1.3 Definiciones Basicas

Como se comentd en la seccion anterior, el planteamiento general de un proble-
ma de programacion matematica no lineal es el siguiente:

Optimizar: f<x>

suetaa: h(x)=0
0

g(X)S 1.1
Donde:
X m(x)) (0 gi(x)) (0
x=| 2 ,  h(x)= o (x) = O =0 y g(x)= gZ:(X) < 0 =0
X, hm(x) 0 gl(x) 0
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Todas estas (m + ) relaciones deben ser independientes.

Definiciéon 1.1 Una solucién factible es un vector x que satisface todas
las restricciones con el grado de precision requerido.

Definicién 1.2 Una region factible es la region del espacio n dimensional
constituida por todas las soluciones factibles.

Ejemplo 1.2 Dado el siguiente problema de optimizacion:
Minimizar: f(x) — x13 —3xx, + 4
suietaa: /7y (X) =—-2x+x—5=0

g1 (x)=5x +2x, —18>0

Muestre en un grafico la regién factible del problema de optimizacion.

Solucion:

En la figura 1.2 se muestran las curvas de nivel de la funcién objetivo, las lineas
rectas muestran las restricciones y la region en amarillo corresponde a la region
factible.

Definiciéon 1.3 Una solucion 6ptima X*es aquella solucién factible que
produce el valor éptimo de la funcion objetivo.

La solucion optima al problema del Ejemplo 1.2 es el vector x 7 =(5,15) que
produce el valor 6ptimo de f{x )|=-96, como se ilustra en la figura 1.3.



Aplicaciones de Programacion no Lineal

1.4 Propiedades de las Funciones

Continuidad

Definicién 1.4 Una funcion f(x) es continua en el punto x = X, si

1) f(x,) esta definida,
2)lim f(x) existe,

X—>X(

3)lim £ (x) = £ (xp).

X—>X(

W

L LELE /f:lf

NM
h‘hﬁﬂﬁﬁ &
",
\\
SR
L
4:::.
]

104 *

Figura 1.2 La region factible es la linea negra contenida
en la region de color amarillo a lo largo de la restriccion

h(x)
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) -~

ok

i

%
Figura 1.3 El punto optimo X en la region factible.

tx) 14

0.5

-0.59

Figura 1.4a Ejemplo de una funcién discontinua x = 0.
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f(x) 51

Figura 1.4b Ejemplo de una funcion continua no derivable
enx=0yx=4.

Una discontinuidad en una funcion puede o no causar dificultades en los métodos
de optimizacion. En el caso de la figura 1.4a, el minimo se da razonablemente
lejos de la discontinuidad y puede o no tenerse éxito en su busqueda. En el caso
de la figura 1.4b, si se emplean métodos sin derivada entonces el pico minimo en
f(x) probablemente no sera importante, pero con métodos que usan derivadas
podria fallar la busqueda debido a que la derivada resulta indefinida en el punto
x =0 y tiene signos diferentes a cada lado de él; entonces, hacer pequefios cam-
bios en x no lleva hacia el 6ptimo. Un tipo de funcion objetivo discontinua cono-
cida como funcion discreta es aquella que solo permite valores discretos de las
variables independientes; este tipo de funciones queda fuera del alcance del texto.

10



Conceptos de optimizacion

Modalidad

Definicién 1.5 Un punto extremo es aquel en que se tiene un maximo o
minimo ya sea local o global.

Definicién 1.6 El extremo global es el mas grande o mas pequeino de
todos los puntos extremos de un conjunto. Un extremo local es cualquier
extremo del conjunto.

En la figura 1.4b en el intervalo [-4,6] tenemos un minimo y un maximo locales, y

ambos extremos en el mismo intervalo son globales.

Definicién 1.7 Una funciénf(x) es unimodal si tiene un sélo extremo
en el intervalo[a,b] de definicion.

Definicién 1.8 Una funcion /'(x) es multimodal si tiene dos o mas ex-
tremos en el intervalo [a,b] de definicion.

11
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fz

Figura 1.5a Ejemplo de una funcidn unimodal en el intervalo
[_1/3]'

i@
10

m

=

Figura 1.5b Ejemplo de una funcion multimodal en el interva-
lo [-1,4].
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Conceptos de optimizacion

Definicion 1.9 Un punto x de f(x) es estacionario si en x se satisface

J'(x)=0

|Riey

57 untos de inflexidon

I{J'

Figura 1.6 Los puntos estacionarios de la funcion f (x) = x> —5x°
son el mdximo, el origen y el minimo.

13
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Diferenciacién de una funcion escalar o vectorial respecto a X

Definicion 1.10 El simbolo V (nabla) es el operador de derivada vectorial
y se denota como un vector columna n-dimensional de la siguiente
manera:

\Y%

o (o 0 o) _$o, 02
ox \ox ox, ox,

Usualmente se escribe el subindice X en el simbolo del operador nabla V de esta
manera: Vx, para denotar la derivada con respecto a X . En este texto se despre-
ciara el subindice X mientras no haya confusién con respecto a la variable que
se quiere derivar. Mas adelante sera necesario considerar derivaciones de fun-
ciones con respecto a alguna otra variable, por ejemplo para la funcién escalar
f(x,y) :R™™" — R, donde X, ¥ son vectores n,m-dimensionales respectivamen-
te. Para la diferenciacién se usara la siguiente notacion:

V. f(xy) yio Vyf(x,y)

Definicién 1.11 Si la funcién escalar f(X) es derivable en X,entonces el
vector gradiente G(x) o Vf (x)de lafuncion f(X) es la primera deri-
vada parcial de la funcién con respecto a X y se denota con

n

Vf(x):@(a(,:‘):(@;g)’aj;)(;)""’agf()] ~G(x) (1.3a)

14
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En notacién de indices se expresa como

"0
Vf(x>:G(x)=Z—];iX)e,-

=1 (1.3b)

donde Vf (x) es una matriz (vector) de orden n x 1 con elementos

62Xy,

0x; (1.3¢)

Geométricamente, el vector gradiente es normal al plano tangente en el punto X,
como se muestra en la figura 1.7 para una funcién de tres variables. Ademas,
dicho vector apunta en la direccién de maximo incremento de la funcién. Estas
propiedades son muy importantes y se utilizaran posteriormente en los métodos
numeéricos de optimizacion.

1[3]

Figura 1.7 El campo del gradiente pasa en forma perpendicular
a la superficie f(x)=x{ +2x3 +3x3 —1=0 generada por la funcién

15
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Definicién 1.12 Si la funcion vectorial f(X) m-dimensional es derivable
en X, entonces la matriz jacobiana J(x) de la funcién f(X) es la matriz
de primeras derivadas parciales de la funcién con respecto a X y se

denota con
) %) | hE
oxy 0%, ox,,
A A
(VfT(x)) =l oy Oxy ox, [=J(x)

Dulx) Hlx) | ()
oxy 0, Ox, (1.4a)

y en notacién de indices se expresa como

J(x)= Z Ty (X)eser

ik=1 (1.4b)

J; ;
an k=1,...,n (140)
2 2
3xi —4x;x, +x
Ejemplo 1.3 Para If funcién f(x) =1 122 2 , calcule la matriz jaco-
biana en el puntox * =(1,1). el + x5 +1

16
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Solucion:

La matriz jacobiana es

o(x) h(x)
ox; 0x, [6x1 —4x, —4x;+2x,

i PYRE R
ox; 0x,

X
el

2X2

El valor de la matrizen X | = (1, l) es J(X*) = [2 _2] .
e 2

Definicién 1.13 Si la funcién escalar 1 (X) es doble continuamente
derivable en X, entonces la matriz hessiana H(X) de la funcion f(x)
es la matriz de segundas derivadas parciales de la funcién con respecto
de X y se denota como

’f(x) f(x) S (%)

8x12 0x10x Ox;0x,,
’f(x) f(x) S (x)
sz(x) = V(VTf(X)) =| Ox,0x; 8x§ 0x,0x,,

’f(x) f(x) S (x)
0x,0x;  OX,0x, 8x,3 (1.5a)

y en notacién de indices se expresa como

H(x)= i B (X)el-e]T-

ij=1 (1.5b)

17
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donde H es una matriz simétrica de orden 7 x 7 con elementos

2 .
hij(x)_é f(x) i=1,...,n

B Ox;0x T j=1...,n (1.5¢)

Es importante hacer notar que cada elemento de la matriz hessiana es una fun-
cién en si misma que debe evaluarse en el punto dado X. Debido a que f(X) se
supone dos veces continuamente diferenciable, las derivadas parciales cruzadas
son iguales, es decir,

hl-j(x)—azf(x)—azf(x)—hﬁ(x); i# j

- Ox;0x - Ox ;0x; - (1.5d)

Por lo tanto, ésta desempefia un papel muy importante en las condiciones de
suficiencia de las condiciones de optimalidad que se veran mas adelante. Final-
mente, obsérvese que

L—=¢§.; i,j=L12,.,n
U’ 2 2 b 2
0x; (1.6)

Ejemplo 1.4 Calcule la matriz hessiana en el punto xT = (1, 2) para la funcién
f(X):)cl3 +x§ +2x12 +3x§ — XXy + 2% +4x,.

Solucion:

La matriz hessiana es

H(X):£6xl_—ll—4 -1 )

6X2 +6

18
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. T % 10 -1
por lo que la matriz hessiana en el punto X © = (1, 2) es H(X )= _—

Aproximacién de funciones por expansion en serie de Taylor

Algunos de los procedimientos de programacion matematica por analizar mas
adelante requieren de aproximaciones polinomiales de f(X), 4;(x), i=1,...,]
y & (x), j=1,...,m enlavecindad de cualquier punto en términos de su valor
y sus derivadas. Por lo tanto, se repasara el desarrollo en serie de Taylor para una
funcion de varias variables alrededor de X = X;,. Entonces, la expansion en serie
de Taylor alrededor de X = X, para f (X) esta dada por

= (n" V) r(xe)
f(x)=Z( 3, . h=xox

n=0 ' (1.7a)

de manera que una aproximacion lineal o de primer orden de la funciénf(x),
puede hacerse por una serie de Taylor truncada alrededor de X como la siguiente:

0=~ f(xg)+(x=%0) Vf(x0)

(1.7b)

Yy una aproximacion cuadratica o de segundo orden de f (x) puede hacerse igno-
rando los términos de tercer orden y superiores en la serie de Taylor; se obtiene
entonces

Fo0 = £x)+(x= %) Y xo)+2(x=x0) V21 (x)(x-x0)

(1.7¢)
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Ejemplo 1.5 Obtenga una aproximacion de segundo orden de la funcion f (x) =CosX
alrededor del punto x; =0.

Solucion:

Usando la ecuacion (1.7c¢), la expansién de Taylor de segundo orden para COS X
en el punto x; =0 es

CoS X zcosO—(x—O)sen0+%(x—O)2 (—cos0) :1—%x2

Ejemplo 1.6 Obtenga el desarrollo de segundo orden de Taylor para la funcion
/(x)=3x7x, en el punto x§ = (L 1) .

Solucion:

El gradiente y la hessiana de la funciénf(x) en el punto Xg = (1, 1) usando
las ecuaciones (1.3a) y (1.5c) son

) w2

sustituyendo estas expresiones en la forma matricial de la expansion de Taylor
dada por la ecuacion (1.7c) y usando

[ e

20
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se obtiene una aproximacion ]7(X) a f(x) dada por

S(x)=3+(x ~1x, -1)@%()(1 L, _1)£198 (ﬂ[xl _lj

X2—1

Al simplificar la expresién anterior realizando las operaciones entre vectores y
matrices se obtiene

£ (x) =957 +9x,, —18x; —6x, +9

Esta expresion es una aproximacion cuadratica de la funcion f(X) = 3x13x2 al-
rededor del punto x4 = (1,1).

1.5 Concavidad y Convexidad

La determinacion de la concavidad o convexidad de una funcion y (o) su region
de definicion nos ayudara a establecer si una solucién 6ptima local es también la
solucion optima global, es decir, la mejor entre todas las soluciones. Cuando se
sabe que la funcion objetivo tiene ciertas propiedades que se definirdn después, el
calculo del 6ptimo puede acelerarse usando algoritmos de optimizacion apropiados.

Definicién 1.14 Una region 2 es convexa si el segmento de linea que
une cualesquiera dos puntos en la regién cae enteramente en la region.
Asi, siXjy X, € Q, todo punto de la forma

x=0x, +(1-6)x, (1.8)

donde 0 < @ <1, también esta en la region.
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Como ya se menciond, en problemas de optimizacion con restricciones los
puntos que satisfacen todas las restricciones son puntos factibles, el resto
de los otros puntos son no factibles. Las restricciones de desigualdad de-
terminan una region factible constituida por el conjunto de puntos que son
factibles, mientras que las restricciones de igualdad limitan el conjunto de
puntos factibles a hipersuperficies, a curvas o incluso a un solo punto.

Definiciéon 1.15 Un punto interior es aquel punto que satisface todas las
restricciones de desigualdad estrictamente como desigualdades.

Definicion 1.16 Un punto frontera es aquel que satisface todas las
restricciones de desigualdad como igualdades.

Los demas puntos son puntos exteriores.
Definiciéon 1.17 Un contorno o curva de nivel de f(X) es el conjunto

de puntos donde la funcién objetivo tiene un valor constante, como se
ilustra en la figura 1.10.

Figura 1.9a Diferentes conjuntos que muestran regiones convexas.
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Figura 1.9b Diferentes conjuntos que muestran regiones no convexas.

Definicion 1.18 Se dice que una restriccion de desigualdad es activa si
ésta se satisface en su frontera como una igualdad, es decir, si

g;(x)=0; para alguna J.

Si la restriccion de desigualdad se satisface como una desigualdad, se
dice que la restriccién es inactiva.

23
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l
it

Figura 1.10 Contornos de la funcién f (x) = x13 —3x;x, + 4 y sus valores.

-4

£y

g(x

gix

Figura 1.11 El minimo restringido cae sobre la restriccion activa g;(x) = 0.
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g

g

Figura 1.12 El minimo restringido coincide con el minimo no restringido.

3]

Figura 1.13 Los minimos locales A y B restringidos caen sobre las restric-

ciones activas g,(A) =0, g4(A)=0,g1(B) =0y g3(B)=0
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En la figura 1.11, el minimo no restringido x T = (0, O) cae fuera de la region fac-
tible y el minimo restringido x * =(1,1) cae sobre la restriccién de desigualdad
g1(x) activa; las otras dos restricciones son inactivas. Si se tuviera conocimiento
a priori de ésta situacion, se deberia ignorar g, (x)y 23 (X) y tratar este proble-
ma como un problema con una restriccién de igualdad g; (x) = 0 dnicamente.
En la figura 1.12 el minimo restringido x r :(0, 0) coincide con el minimo no
restringido S (0, O). Todas las restricciones se satisfacen como desigualdades
estrictas y si se tuviera conocimiento de esto, deberian ignorarse todas por ser
inactivas y tratar este problema como un problema de optimizacion sin restriccio-
nes, también es posible para las restricciones introducir minimos locales dentro
del problema (vg'%se la Figura 1.13). Aqui, la funcién tiene Unicamente un minimo
no restringido x © = (O, O). Sin embargo, para el problema restringido, Ay B son
minimos locales ya que ningun punto factible en las cercanias inmediatas de A o
B da valores menores de la funcion. La figura 1.13 también muestra la importan-
cia de que las restricciones constituyan una regién convexa si se desea localizar
un minimo global. La busqueda para el minimo de la funcion, si es iniciada en la
parte superior de la region factible, podria terminar en el punto A, mientras que
una busqueda empezando en la parte inferior de la regién podria terminar en B.
Por lo tanto, se concluye que la busqueda en una regién convexa es importante
para obtener resultados adecuados en optimizacion. De hecho, si la region factible
fuera convexa, la busqueda desde cualquier punto inicial convergeria a la misma
respuesta.

Definicion 1.19 Se dice que una funcion f(X) es convexa sobre la re-
gion convexa ( si para cualesquiera dos puntos X, Xy € Q

f(0X2 +(1—0)x1)g@f(xz)—l—(l—ﬁ)f(xl)

(1.9)

paraQ <@ <1. Si la desigualdad se satisface como una desigualdad
estricta, entonces se dice que la funcion f'(X)es estrictamente convexa.

Para una funcién de una variable, la desigualdad significa que la funcion pasa por
abajo de la cuerda que une dos puntos de su gréfica (véase la Figura 1.14).
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Para una funcién concava definida sobre una regién convexa, simplemente se
invierte la desigualdad para obtener

F(0x, +(1—=0)x))>0f(x,)+(1-6)f(x)) (1.10)

Se dice que la funcion es estrictamente céncava si la desigualdad se satisface
como una desigualdad estricta. Una funcion de este tipo pasa por arriba de la
cuerda que une dos puntos sobre su grafica (véase la Figura 1.15).

87 i(x)

———————————————————— f(xy)

i
I
1
I
I
I
1
I
I
I
1
I
I
I
1 X
I
I
X

2 i 1 0 1
Figura 1.14 Funcidn convexa segun la definicion 1.19, x = 9x2 + (1 — H)xl

y [(x)=0f(x)+(1-0)f(x)
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———————————————————— fi(x)

Figura 1.15 Funcidn céncava segun la definicién 1.19,x = 9x2 + (1 - Q)xl

v/ (x)=0f(x2)+(1=0)f (x)-

Ejemplo 1.7 Considere el siguiente problema de optimizacion:

1) 1)
Minimizar  f(x)= xl——] +[x2——]
2 2
: 1 1
Sujeta a : g(x):——i———2§0
X

La figura 1.16 muestra los contornos de la funcion objetivo de dos variables y
la frontera de la restricciéng(x) = (; ahora considere los puntos X; y X, sobre
la frontera de la restriccion definidos por

0.667 3.000
X = XH =
= 12.000] ¥ 27 0.600
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La funcion de restriccion es convexa si cualquier punto x = 0x, + (1 — 0)x1 sobre
la linea de conexion de los puntos X; y X, corresponde a un valor de g(x) <0
donde los dos puntos pueden estar en cualquier parte de la superficie de restric-
cion. Considérese un valor de ) = (0.5 ;se sabe que g xl) =0y g(xz) =0vya
ya que caen en la frontera de g(x). Entonces,

iy +(1—6)x, = 0.5 3.000 H1-05) 0.667) (1.833
X =0X _— X = 0U. — U. =
2 ! 0.600 2.000]  |1.300

2() =155 * T30
1.833  1.300

2=-0.685<0

En verdad, se puede mostrar que para 0 <8 <1, el valor de la restriccién siem-
pre sera menor o igual que cero y asi la funcién de restriccién es convexa. En
forma similar, la evaluacion def(x) enx; y X, da

f(x)=2278 v f(x,)=6.260
otra vez, considerando un valor de § = 0.5 se tiene
0f (x5)+(1—0) 1 (x;)=4269y f(0x,+(1—0)x,)=2.417
de la ecuacion (1.9),

F(0x, +(1—0)x,)=2.417<4.269 =01 (x,)+(1-0) f(x)
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Se ve que la desigualdad se satisface (y se satisface para cualquier 0 <@ <1)y
asi la funcion objetivo satisface el requerimiento de convexidad. Existen, ademas,
otras propiedades importantes de las funciones convexas o concavas que pue-
den deducirse usando las desigualdades anteriores.

f(x)=8

1]

Figura 1.16 Una funcidn convexa en una region convexa.

Proposicion 1.1 Si f(X) es convexa sobre la region convexa 2y
X1, X, €€, entonces

f(x3)> f(xp)+(x, —Xl)TVf(X1>

(1.11)
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Para funciones convexas de una o dos variables, la desigualdad dice que tales
funciones pasan por arriba de cualquier linea o plano tangente a las funciones,
como se ilustra en la figura 1.17.

Para una funcion concava la desigualdad se invierte (ver Figura 1.18).

[ (%) < f (%) +(x —Xl)TVf<X1> (1.12)

Las ecuaciones de desigualdad 1.9 a 1.12 en la definicion de funciones convexas
y céncavas no son muy convenientes cuando se usan para probar las propieda-
des de convexidad o concavidad; en su lugar puede usarse la segunda derivada
de f(x) o la matriz hessiana de f(X) si X es un vector.

Ejemplo 1.8 El gradiente de la funcion del ejemplo 1.7 evaluado en el punto
X, esta dado por

oy (201 (0334
4 <X1)_[2x2—1]_[3.000]

y la diferencia de vectores es

8 f(x)

)

(=)

2 P z 1 x2 2

Figura 1.17 Funcidn convexa segun la proposicion 1.1
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87 i(x)

; ] ;
1 -1 1

Figura 1.18 Funcidn cdncava segun la proposicion 1.1

2.333
—1.400

X2 — Xl = [
Por otro lado, la evaluacion def(x)en XY X, fue de
f(x)=2278y f(x,)=6.260

y entonces

F(x)+ (% —x) V(%) =2.278—3.420=—1.142

32



Métodos univariables

de la ecuacion (1.11)

f(x2)=6.260>—1.142 = £ (x,)+(x, —x;) Vf(x)

y se ve que la desigualdad se satisface de manera estricta, asi que la funcion
objetivo satisface el requerimiento de convexidad estricta.

Proposicion 1.2 Una funcion es convexa si su matriz hessiana
H=(i;) — es positiva semidefinida y es estrictamente convexa si la matriz
hessiana es positiva definida.

Para funciones convexas de una variable, esto dice que la segunda derivada es
positiva de manera que la primera derivada es una funcion creciente que puede
anularse sélo en un punto. De esta manera, tal funcién tendra un punto minimo,
como se ilustra en la figura 1.19.

Proposicion 1.3 Una funcion es concava si la matriz hessiana es negativa
semidefinida y es estrictamente concava si la matriz hessiana es negativa
definida.

Para funciones céncavas de una variable, esto dice que la segunda derivada
es negativa de manera que la primera derivada es una funcién decreciente que
puede anularse sélo en un punto. De esta manera, tal funcién tendra un punto
maximo, como se ilustra en la figura 1.20.

Ejemplo 1.9 La matriz hessiana de la funcion objetivo del ejemplo 1.7 esta dada por

x) 2 0
H(x) =
0 2
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Los determinantes de los menores principales son positivos (Dl =2,D, = 4),
o bien sus valores propios son positivos ()\1 =2, )\2 =2) de manera que la
matriz hessiana es positiva definida y de aqui que la funcion obijetivo satisfaga el
requerimiento de convexidad.

iz 6

(%)

fi¢z)

Figura 1.19 Funcidon convexa con derivada creciente y segunda derivada positiva.

i)

Figura 1.20 Funcidn concava con derivada decreciente y segunda derivada negativa.
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Proposicion 1.4 Si las restricciones de desigualdad g (X) <0con
j=1,2,...,m son funciones convexas sobre la region convexa Q,
entonces

p()= ) (x)

donde Q; > (), es también convexa.

Una combinacion lineal de funciones convexas produce una nueva funcion convexa.

Proposicion 1.5 Sea (2 la regién de restriccién definida por las g (X) <0
con j=1,2,...,m, donde Iasgj (x) son convexas, entonces la region de
restriccion () es convexa.

Ejemplo 1.10 ;Es convexa la siguiente region construida por las cuatro
restricciones?

X, >1—x
xy) <140.5x
x <2

X, >0
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Solucién:
Si se reescriben e identifican las restricciones de la forma g ; (X) <0, con

j=1,...,4 se tiene

g1<X):1—x1—X2 SO

Todas las funciones de restriccidon son lineales y éstas son funciones tanto con-
vexas como céncavas; por tanto, la region construida por ellas es convexa. Como
se ilustra en la figura 1.21.

Proposicion 1.6 Si f(X) es una funcion convexa sobre la region restringida
por gj(x) <0, donde las gj (x) son convexas, entonces un minimo local
de f(x) en esta region es su minimo global en la misma region.

Esta proposicién caracteriza el conocido problema de programacién convexa.
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gx)

%

21

&)

Figura 1.21 Region convexa construida por las restricciones del

ejemplo 1.10.

Ejemplo 1.11 Considere el problema de optimizacién

Minimizar ~ f(x)=(x — 1)2 +(xy — 1)2

Sujeta a

donde f(X) y g; (x) con j =

L,...,4 son funciones convexas sobre la regién

convexa formada por las restricciones. Muestre que el minimo local de f(X)en
esta regién es su minimo global (ayuda: Bosqueje una grafica del problema).
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Solucion:

La figura 1.22 ilustra el problema de optimizacion convexa planteado.

1.6 Condiciones Necesarias y Suficientes para Maximos y Minimos
sin Restricciones

Para aplicar los conceptos matematicos y técnicas numéricas necesarias de la
teoria de optimizacién en problemas concretos de Ingenieria, es necesario definir
previamente lo que se pretende optimizar. El enunciado general de un problema
de programacion matematica con restricciones podria ser:

Funciones de una Variable

Definicion 1.20 Una funcion f(x) definida sobre un conjunto S R tiene
un minimo local (minimo relativo) en el valor x € S, si existe un valor
positivo 6 tal que

si ‘x—x*‘<6, entonces f(x*)<f(x)

Definicion 1.21 La funcién f (x) definida sobre un conjuntoS — R
tiene un minimo global en x €S

sif (x*) < f(x> para todos los valores de X € S .
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31

Figura 1.22 El minimo restringido coincide con el no restrin-
gido en el problema convexo.

%
Definiciéon 1.22 Un punto estacionario es un punto x en el cual

£1x)=0

(1.13)

Un punto de inflexion o un punto de silla es un punto estacionario que no corres-
ponde a un optimo local (minimo o maximo). La figura 1.23 muestra la represen-
tacion grafica de una funcion f'(x)que tiene un minimo local en x,y un minimo
global en X, dentro del intervalo [-2,4]. El enfoque clasico al problema de hallar
los valores de los puntos estacionarios x4 y X, es encontrar las ecuaciones que
deberan satisfacerse para X,y X, . La funcion f(x) y su derivada representadas
en la figura 1.23 son continuas y se ve que en ambos puntos, X = X4 y X = X,:

f'(x)zo.
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i(x)
54 IR
X5
X3
X3

3 2 1 1 2 3 4

[1]

X1
X2

-15-

Figura 1.23 Puntos estacionarios de la funcion f(x) en [-2,4].

Asi, X, y X4 son soluciones de la ecuacion anterior. Los valores Xx; Yy X3 son
puntos en los cuales hay un maximo local y un maximo global respectivamente
dentro del intervalo [-2,4], mientras que en x5 se encuentra un punto de inflexion
en el intervalo [3,4]; estos puntos también satisfacen la ecuacion anterior. De esta
manera, la ecuacion (1.13) es so6lo una condicién necesaria para un minimo, pero

no es suficiente.

Sin embargo, obsérvese que en X4 y xz,f'(x) cambia de signo negativo a posi-
tivo, en x; y X3 el cambio def'(x) es de positivo a negativo, mientras que en x5
la derivada no cambia de signo al pasar X a través de x5. Asi, en un minimo la
derivada es una funcion creciente, y ya que la rapidez de incremento def‘(x)

es medida por la segunda derivada, se esperaria que

f"<x>>0 para X =X4 6 X,

y

f"(x)<0 para X=x 6 X3
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Pero si la segunda derivada es cero, la situacion permanece ambigua. Los resul-

tados intuitivos anteriores pueden ponerse sobre una base, firme considerando
el desarrollo en serie de Taylor def(x) alrededor de x=x; esto por supuesto,

considerando la continuidad de f'(x)y sus derivadas.

()= f(x")= (x—x*)f'(x*)—l—%(x—x*)zf"(x*)+...

Si x da un minimo, el lado izquierdo es positivo para toda (x—x*) pequefia.
(‘x—x* <6)y f'(x") debe ser nula2 por la condicién necesaria (1.13), ya que
el proximo té[kmino implica un(x—x*) y vemos que si en verdad f(x) tiene un
minimo en x , entonces

f"(x)>0 (1.14)

Por lo tanto, la ecuacién (1.14) es una condicién suficiente. Si

f"(x)<0 (1.15)

entonces por argumentos similares X* da un maximo (X, , X,= X"). Se deberan
comparar f'(x,) y f(x,) para distinguir entre un minimo local y un minimo global. El
caso ambiguo donde /"(x)=0 puede establecerse cuando se da, continuando la
expansion en serie de Taylor.

P03 ) = e (3 o x| o b ()

de ella podemos derivar el siguiente:
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Teorema 1.1 Si f(x) y sus derivadas son continuas, entonces x es
un punto extremo (maximo o minimo) si y solo si n es par, donde # es
el orden de la derivada superior no nula que primero aparece evaluada
en X.

Es decir, para n par

. * * r .
Si f”(x)>0, X  daun minimo

si fn(){k <0, x  daunmaximo (1.16)

y para n impar

*

§i f”(x*):¢0> X daun punto de silla (1.17)

Ejemplo 1.12 Halle el punto critico y determine su naturaleza para la funcion

f(x)=(x—1f

Solucion:

Derivando la funcion, igualando a cero y resolviendo para X se tiene

42
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¢ Lo anterior es maximo o minimo? Para responder a esta pregunta se deriva otra
vez la funcion y se evalua en el punto critico. Se tiene

£rx)=30x=1)" = fr(x")=0

En este momento seria erroneo concluir que se tiene un punto de inflexién; para
asegurarse de que puede ser asi, se tiene que seguir derivando la funcion hasta
que ésta no se anule en el punto critico; entonces

*
Asi,f(x) tiene un minimo cuando x =1 porque 7 = 6 es par.

Funciones de varias variables

*
Definicion 1.23 (X ) tiene un minimo local enX si existe una 6 >0
tal que para [x—x'| <& entoncesf(x)zf(x*) .

Definicién 1.24 f(x) tiene un minimo global en X si f(X) > f(X*)
para todos los valores de X.

Definicion 1.25 Si 7 (x)> 7(x") se dice que X €s un minimo débil,
sif(x)> f(x") se dice que xes 'un minimo fuerte.
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Con estas definiciones y ciertas suposiciones de diferenciabilidad, se tiene el de-
sarrollo en serie de Taylor para el caso de una funcion de n variables;

R A e O LS R

%k
Entonces, si X da un minimo para f(x) , cada yna de las primeras derivadas
parciales 9f / 0x; (l = 1,...,n) debe anularse en X . Asi, una condicioén necesaria
) *
para un minimo en x es

Vf(x*>:0

(1.18)

y entonces el signo de f(x)ff(x*> queda determinado por el de (x—x*)TH(x*)(x—x*).
Asi, una condicion suficiente para un minimo enx es que

T
es decir, que H(x*) sea positiva definida o positiva semidefinida.

%k
Para un maximo en X las condiciones necesarias 'y suficientes son:

Vf(x*) =0 (1.20a)
(x—x*)TH(x*)(x—x*)SO (1.20b)

k
es decir, que H(X ) sea negativa definida o negativa semidefinida.
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Conclusion:

sk
Si H{x | es positiva definida, X es un minimo fuerte.

%
Si H(x | es positiva semidefinida, X es un minimo débil.

%
es negativa definida, X es un maximo fuerte.

Si H{x | es negativa semidefinida, X es un maximo débil.
Si H(x | es indefinida, X es un punto de silla.

(
(
SiH(x
(
(

~_— —)— ~— ~— ~—

STy

-

o
minitmo local

05 psilld
]

Figura 1.24 Contornos de la funcion f (x) del ejemplo 1.13 con
tres puntos estacionarios: Uno es punto de silla y los otros dos
son minimos.
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Ejemplo 1.13 Examine la naturaleza de los puntos estacionarios de la funcion
4
f(X):<X2 —X1> +8XIX2 —xl +X2 +3
Solucién:
De la condicién necesaria se obtienen los puntos extremos de la funcion; entonces

Vf(x) =

_4<x2 —x1)3 +8.7C2 —1 _[0]_0

4<x2—x1>3—|-8x1—|—1 0

y resolviendo el sistema de ecuaciones no lineales numéricamente se tienen tres
soluciones dadas por

% 0.553 « [—0.418 « [—0.127
X; = , Xp = y X3=
—0.553 0418 0.127

La matriz hessiana de la funcién es

12(x,—x)  —12(x,—x) +8

H(x):
—12(X2—X1>2+8 12<XZ—XI>2
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evaluada en los puntos criticos el lector puede verificar por los determinan-
tes de los menores principales o los valores propios de las matrices que xl y
x2 son minimos fuertes y que x,* es un punto de silla. Por ultimo, evaluando en la

funcién objetivo, se tiene
f(x]") —0.943 y f(y{;) =2.926

* *
de lo que se concluye que X; es un minimo fuerte global y X, es un minimo
fuerte local (véase la Figura 1.24 para este problema).

[
PR - . S - e
e 5 R
P T e B o B e
/ x’/ ) 2
A ,/ 1
/// b
11
/o

minimo global

- 1 2
minimo global

minimo global

Figura 1.25 Contornos de la funcién f <X) del ejemplo 1.14
con infinidad de puntos estacionarios, todos ellos extremos.
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Ejemplo 1.14 Examine la naturaleza de los puntos estacionarios de la funcion
2
f(x)= O.l(xf‘ + X%, + x%)(xl —2x,)

Solucion:

De la condicion necesaria se obtienen los puntos extremos de la funcién, y resol-
viendo el sistema de ecuaciones no lineales se tiene un numero infinito de solu-
ciones dadas por la ecuacion x; — 2x2 = (; por ejemplo, tres soluciones serian

0 1 —1
Xl = [0] ’ X2 — l y X3 = _l
2 2

De la condicion suficiente se puede determinar su naturaleza, en general, si se
evallia usando la solucién x; —2x, = 0, en términos de x, resulta

, 14 —28
H(x') = 28 56

los determinantes de los menores principales de la matriz hessiana son
D, = 1.4x§ >0yD,= 0x§ =0 para todo X, por lo que, la matriz hessiana es po-
sitiva semidefinida y todos los puntos son minimos globales débiles con el mismo
valor funcional def(x*) = 0.0 (véase la Figura 1.25).
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1.7 Optimizacién Cuadratica sin Restricciones
Funciones de una variable

Considérese la funcion cuadratica general
f(x):ax2 +bx+c

Donde a4, b y c son constantes. Obteniendo sus derivadas resulta
f'(x) =2ax+by f"(x) =2a

F
Para que x sea un valor extremo de la funcion f(x) , debe tenerse que

f'(x*):O = 2ax +b=0
* b

X =——0
2a

3
y para que X sea un minimo, entonces

f"(x*)>0 = 24>0 & a>0

por lo tanto,

¥ b es minimo si a >0
X =—7—; - :
2a es maximo si a <0 (1.21)
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Funciones de varias variables

Se minimizara la funcion cuadratica de n variables dada por

f(X):c+be+xTAx

donde c es una constante, b es un vector Eonstante y A esunamatrizno simé-
trica de elementos constantes. Para que X sea un punto estacionario, debe sa-
tisfacerse

Vf(x*) —0
entonces
Vf (x)=Ve+V(x"b)+ V(x" Ax]
donde
Ve=0 . V(x"b)=b vy V(x"Ax)=(A+A")x
para A no simétrica, luego

Vf(x)=b+(A+AT)x
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* *
Evaluando en X el gradiente, igualando a cero y despejando a X se tiene que

x*:—(AJrAT)_lb (1.22)
es el punto extremo. Se calcula ahora la matriz hessiana
H(x):v(va(x)):v[bT +xT(A+AT)T]:0+(A+AT):A+AT
estos resultados pueden verificarse usando la notacién de indices. Evaluando en
X se tiene que

H(x*):A+AT (1.23)

Asi, el resultado es una matriz de elementos constantes; por otro lado,

(A—i—AT)l (A—i—AT)lI — (A+AT)1HH_1

(A—i—AT)l(A-i—AT)H_l —IH ' =H"!
por lo que

H! :(A+AT)_1 (1.24)
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%
y sustituyendo en la ecuacion 1.22, el resultado de X es

x ——H b (1.25)

Se deja como ejercicio al lector mostrar que se llega al mismo resultado (Ec.
1.25), sila matriz A de la funcion cuadratica es simétrica.

Concluyendo:
Si H(x*) es positiva definida, también lo es (A +AT).

Si H(x*) es positiva definida, también lo es H~! ({y{") y en consecuencia
(A+AT)_1 es positiva definida y x es un minimo fuefte.

Si (A+AT)_I es positiva semidefinida, X es un minimo débil.

, -1 . - e * ]
Si(A+AT) es negativa definida o semidefinida entonces X es un ma-
Ximo tuerte o débil respectivamente.

Finalmente, si (A+AT]_I es indefinida entonces X' es un punto de silla.

Ejemplo 1.15 Examine la naturaleza de las siguientes funciones
a) f(x):)cl2 — XXy + X5

1
b) f(x) = Exlz —2x1%5 + 2x§

1
c) f(x) = xlz —2X1%, —E(xzz — 1)
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Solucion:

Se deja como ejercicio al lector, mostrar que el problema del inciso a) tiene un
minimo fuerte como se muestra en la figura 1.26, el del inciso b) tiene un niumero
infinito de minimos débiles, figura 1.27 y en el inciso c) se tiene un punto de silla,
figura 1.28.

o4 -

P TS \
-~ T

7 2 L \ \
e |
// /’/ 2 .
S / / /
& A j J o
N =+ /) /.

Figura 1.26 Contornos de la funcién f (X) = xlz — XX + x% mostrando el minimo fuerte.
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. S 1
Figura 1.27 Contornos de la funcion f(x)= Exlz —2xx, +2x3 mostrando
un minimo débil, la linea que pasa por el origen contiene a todos los minimos.

54



Métodos univariables

3
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1
Figura 1.28 Contornos de la funcidn f(x) = x12 —2x1%y — E(x% — 1)

mostrando el punto de silla.

Problemas

La estrategia para resolver problemas de optimizacién consiste en que deben
asignarse simbolos a todas las magnitudes a determinar, establecer la funcion
objetivo para la variable que debe optimizarse, reducir en la medida de lo posi-
ble la funcion objetivo a una ecuacion con solo una variable independiente, esto
puede exigir el uso de ecuaciones auxiliares o de restriccion que relacionen las
variables independientes de la funcién objetivo, y la determinacion del dominio de
la misma, para que el problema planteado tenga sentido, por ultimo determinar el

optimo mediante las técnicas dadas.

1.1 Un cartel debe contener 300 cm? de texto impreso con margenes superior €
inferior de 6 cm y 4 cm en los laterales. Encuentre las dimensiones del cartel que

minimizan el area total.
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1.2 Una caja con base cuadrada y sin tapa debe retener 1000 cm?®. Determine las
dimensiones que requieren el menor material para construir la caja.

1.3 Un granjero tiene 300 m de malla para cercar dos corrales rectangulares igua-
les y que comparten un lado de la cerca. Halle las dimensiones de los corrales
para que el area cercada sea maxima.

1.4 Un terreno tiene la forma de un rectangulo con dos semicirculos en los
extremos. Si el perimetro del terreno es de 50 m, determinar las dimensiones de
manera que se tenga el area maxima.

1.5 Halle el volumen del cilindro circular recto mas grande que puede inscribirse
dentro de una esfera de radio R.

1.6 Se pide calcular el volumen maximo de un paquete rectangular enviado por
correo, que posee una base cuadrada y cuya suma de la anchura mas la altura
mas la longitud sea de 108 cm.

1.7 Se desea construir un recipiente cilindrico de metal con tapa que tenga una
superficie total de 100 cm?. Encuentre las dimensiones de modo que tenga el
mayor volumen posible.

1.8 Inscribir en una esfera de radio 1 m, un cilindro circular que tenga: a) volumen
maximo y b) area lateral maxima. En ambos casos encuentre las dimensiones,
radio de la base y altura.

1.9 Un alambre de 100 cm. de longitud, se corta en dos partes formando con una de
ellas un circulo y con la otra un cuadrado. Cémo debe cortarse el alambre para que:

a) la suma de las areas de las dos figuras sea maxima y

b) la suma de las areas de las dos figuras sea minima.
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1.10 Dos pasillos de 2 y 3 m de ancho estan unidos en angulo recto. Encuentre
la longitud de la barra recta mas larga que puede pasarse horizontalmente de un
pasillo a otro por una esquina.

1.11 El trabajo tedrico para un compresor adiabatico de dos etapas donde el gas
se enfria a la temperatura de entrada entre las etapas esta dado por

ko, (k=1)/k (k=1)/k
w ol [p_J _2{&]
k=11\ p, D,

donde k=C,/C, =14
P, = presiéon a la entrada = 1 atm
P, = presion de la etapa intermedia
p; = presion a la salida = 4 atm
V, = volumen de entrada

Se desea optimizar la presion intermedia de manera que el trabajo sea minimo.
opt _

Muestre que con los valores dados para p,y p,, p,” =2 atm.

1.12 La funcién objetivo para el requerimiento de trabajo de un compresor de tres
etapas puede expresarse como ( p es la presion)

0.286 0.286 0.286
)2 )2 P

donde p, = 1 atm y p, = 10 atm. EI minimo ocurre a una razon de presion de
i/ﬁ para cada etapa. ¢, / es convexa para1<p, <10y 1<p, <10?
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2.1 Introduccion

Las funciones mas simples con las que se inicia el estudio de los métodos de opti-
mizacién no lineal son las funciones de una sola variable. Estas funciones suelen
llamarse funciones univariadas o unidimensionales porque solo dependen de una
variable independiente. Aunque la minimizacién de funciones unidimensionales es
en si misma de importancia practica, el area principal de aplicacion de estas técni-
cas en el contexto de la optimizacion es su uso como una herramienta auxiliar para
abordar de manera eficiente subproblemas de minimizacion multidimensionales.

2.2 Errores

En la practica del calculo numérico, es importante tener en cuenta que las
soluciones calculadas a través de una computadora no son soluciones ma-
tematicamente exactas. La precision de una solucion numérica puede verse
disminuida por diversos factores, algunos de naturaleza sutil, por ejemplo los
errores de truncamiento y redondeo, y la comprension de estas dificultades puede
guiarnos a menudo a desarrollar o a construir algoritmos numéricos adecuados.

Definicion 2.1 Si X es una aproximacioén a X*. El error absoluto de la
aproximacion es

*

(2.1)

=[x
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y el error relativo es: *

x—x

r:‘—, si x =0.

*
X

(2.2)

El error absoluto no es mas que la distancia entre el valor exacto X y el valor
aproximado X, mientras que el error relativo mide el error entendido como una
fraccion del valor exacto. Por lo general, interesa el error absoluto y no el error
relativo; pero cuando el valor exacto de una cantidad es muy pequerio o muy
grande, los errores relativos son mas significativos

2.3 Convergencia de los algoritmos de optimizacién

El disefo de los mejores algoritmos de minimizacion esta de alguna manera aso-
ciado con la idea de la minimizacion eficiente de una funcién cuadratica con una
matriz hessiana positiva definida. En la vecindad inmediata de un minimo, mu-
chas funciones pueden considerarse esencialmente cuadraticas por el concepto
de convexidad ya comentado.

Rapidez de convergencia

Sera importante tener una indicacion teérica de la rapidez de convergencia hacia
una solucion. En adelante, el interés estara en ver cual es el orden de convergencia
de un método dado sin ahondar con profundidad en este tema, es decir, en este
texto algunas relaciones de rapidez de convergencia se estableceran sin prueba.

*
Definicion 2.2 Sea la sucesién {Xk} convergente a X. Se denomina
orden de convergencia de {Xk} como al maximo de los numeros posi-

tivos p que satisfagan que *
Xk —X
0< lim =0 <0 (2.3)
k—o0 *||P
Xk —X
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%
Aqui x;, es el punto alcanzado en la k-ésima iteracion y X es el minimo. La con
tante g (O <p< 1) se conoce como la rapidez (tasa o razén) de convergenci

S-
a.

Las tasas de convergencia rapidas estan asociadas con valores grandes de py

valores pequefios de (3. El caso P =1 se denomina rapidez de convergencia

li-

neal y la tasa de primer orden mas rapida posible se denomina superlineal que
es cuando3=0 6 3 — 0.El caso p =2 se denomina rapidez de convergen-
cia cuadratica, p = 3 es cubica, etc. Debe observarse que el valor de p depende
del algoritmo, mientras que el valor de (3 depende de la funcién que esta minimi-

zandose.

Numero de condicién de la matriz A

Definicion 2. El nimero de condicién de una matriz A se expresa
como

v=Jal 2!

donde i = 00,1,2, e (de espectral )

i (2.4)

Una definicion muy usual del numero de condicion esta dada en términos de
la norma espectral de la matriz A ; luego

A7l =) '

e

madx )‘mdx

7 =|Al
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puede mostrarse (se deja al lector como ejercicio) que el valor propio mas grande
de A les igual al reciproco del valor propio mas pequefio de A, es decir

A 1
max \
min
de manera que
_ >‘mdx
T
min

donde M\, = max{)\ }Y Amin =min{);}son los valores propios mas grande y mas
pequefo de la matriz A. Si Arepresenta a la matriz hessiana H de una funcion,
entonces A, Y A, Son los valores propios maximo y minimo de la matriz hessia-
na en el minimo, y «y es un indice de la razén de la maxima a la minima curvatura
en dos direcciones en el minimo. Para varios algoritmos, a mayor -y corresponde

una mayor (3 y sera mas dificil realizar la minimizacion.

Una funcion objetivo con un valor bastante grande de <y causa problemas signi-
ficativos y se dice que esta mal condicionada, mientras que una funcion con un
valor relativamente pequefio de <y se dice que esta bien escalada. Por ejemplo,
en un problema mal condicionado los contornos de la funcién alrededor del mini-
mo son elipses muy aplanadas, pero en un problema bien escalado los contornos
son casi circulares.

Cuando -y es grande, las operaciones realizadas con la matriz hessiana o matri-
ces relacionadas estan sujetas a mayores errores de redondeo que cuando Y es
pequena. En el caso limite de una matriz singular, v — oo debido a la presencia
de un valor propio nulo. El numero de condicion es, por consiguiente, una medida
de cuan bien se puede esperar la distincion de una solucién aproximada “buena”
de otra “mala”.
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Ejemplo 2.1 ; Cual es el orden y tasa de convergencia de las siguientes sucesiones?

1

a) x, =14+—
k 2k
1
Solucioén:

a) Sin pérdida de generalidad, veamos algunos puntos de la sucesion

XO:2, XIZSZISOO, X2:%:1250, X3:§:1125,

de manera que

lim x;, = lim [1+Lk]: lim 1+ lim L:lJrO:I
k—oo k—o0 2 k—oo k—o0 2

x =1

1
Usando la definicion 2.2 y suponiendo que p = E , se tiene

1
e ‘H_zk“_l b2
khjlgo T2 klfgo AE = khm Sk kh_{go 2 0<oo
‘xk - X ‘1 + 27 —1
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Suponiendo que p =1, se tiene

B 1 I 1
. ‘xk+l_‘x e .2k . 1
Iim Y— = lim = lim =g = Iim —=—< 0
k—00 ‘xk_x ‘ k—00 ‘l_l_lk_l‘ k—o0 2K k—oo2 2
2

y suponiendo ahora que p =2, se tiene

‘ka — X* 22k 2k hm 2k
k=00 % k002" k—o0 2 lim2 2
e =X k—o0
en general,
. 0, p<l
limlx"”_x _J1 =1
k—0 _ p 2 ’
| X, —x |
+00, p>1

%
es decir, la sucesion dada converge linealmente (p = 1) hacia x =1 conuna
rapidez de convergenciade 0 =1 =0.5.
2

b) Algunos puntos de la sucesion son
3 7 25

x0:x1:2, xZ:EZI.SOO, X3:g:1.166, x4:£:1.041,
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de manera que

k—o0 k—o0 k—oo k—o0

lim x, = lim [1+;']— lim 1+ lim %:1—%0:1
x =1

Usando la definicion 2.2 y suponiendo que p =1, se tiene

1+ ! —1
. ‘xk+1 - . (k+1)! k! o
lim = lim = lim = lim —=0<o0
k—o0 ‘xk_x k—o0 1—}—l—1 k—>oo(k+1)! k—oo k +1
k!
Suponiendo ahora que p = 2, se tiene
_ ‘ka ‘ 2 R kh_)m k!
lim 7= lim ———= lim == —
k—oo * k—o00 (k—l—l) k—>ook—|—1 lim (k—{—l)
X —X k—o0

*
es decir, la sucesion dada converge en forma superlineal (p = 1) ax =1con
una rapidez de convergencia de 3 = 0.

Ejemplo 2.2 Dadas las siguientes funciones, determine el numero de condicién
de la matriz hessiana asociada a éstas.

a) f(x):xlz—kx%

b) f(x)=100x7 + x3
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Solucion:

a) La matriz hessiana de f(X) es

y sus valores propios son

>\1 — >\max — 200 y )\2 - )\ml’n — 2

Apie 200

y=lmix — 27 100
/\ml'n 2

De ambos resultados se concluye que, en general, la segunda funcion daria mas
problemas para determinar numéricamente su minimo que para la primera fun-
cion segun la comparacion de sus numeros de condicion, el cual es mayor para
la segunda de ellas. Ademas, debe tomarse en cuenta también que esto depende
del punto inicial elegido, debido a que los contornos de la primera funcién son
circulares, mientras que los de la segunda funcion son elipticos; el lector puede
verificar esto como un ejercicio.
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2.4 Criterios de Convergencia o Terminacién

En las proximas secciones se analizaran diferentes algoritmos para resolver el
problema de minimizar una funcion no restringida o restringida en un intervalo dado.
Una parte critica de todo el proceso es determinar cuando detener la busqueda
hacia el punto éptimo. El criterio de terminacion que se elige tiene un mayor efecto
en la eficiencia y confiabilidad del proceso de optimizacion. A continuacion se
presentaran diferentes criterios de terminacién de un proceso iterativo.

Numero maximo de iteraciones

Un criterio de terminacién que siempre debe usarse es el numero maximo de
iteraciones. Este se aplica cuando el nimero de iteraciones # en un proceso
iterativo excede a un ndmero grande predeterminado NV, . ; si esto sucede,
entonces el proceso de busqueda terminara. Esto asegura que si el proceso es
extremadamente lento ya sea por dificultades numéricas o algoritmicas o bien debido
a simples errores de programacion, entonces el programa ya no continuara iterando
en forma indefinida. Obsérvese que esta regla se aplica a cualquier proceso iterativo.

Cambio absoluto o relativo en los valores de las abscisas

El segundo criterio que puede usarse es una verificacion del progreso de
la optimizacion. Hay dos criterios que pueden usarse con respecto al cambio
absoluto o relativo en los valores de las variables de interés, y estos criterios de
convergencia se basan en la definicion del error absoluto y el error relativo de
orden n en un proceso iterativo, dados por las siguientes ecuaciones:
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donde X, es el punto alcanzado en la n-ésima iteracion, X es el minimo y
€ > (0 es la magnitud de una cantidad pequefia que suele denominarse tolerancia
y que indica un limite en el tamano que debe tener el error. Sin embargo, como
no se conoce a priori el valor dex entonces se elige una estimacion del error a
través de la comparaciéon entre dos iteraciones sucesivas en el valor de X, como
se establece a continuacion:

e, = ||xn — xn_1|| <e (2.5)
y
I
”"n” (2.6)

Cambio absoluto o relativo en el valor de la funcién objetivo

Un tercer criterio que puede utilizarse es el cambio absoluto o relativo en el valor
de la funcién objetivo, y también en este caso se tienen dos criterios para indicar
la convergencia. El primero es comparar el valor absoluto def(x) sobre dos ite-
raciones sucesivas. En este caso, la convergencia se satisface si

1 (x,) = £ (x,0)| <€

(2.7)

donde ¢ es una tolerancia predeterminada. Esta puede ser constante, por ejem-
plo,= =0.0001, o puede ser una fraccion del valor de la funcion objetivo en el punto
X(, por ejemplo, € = O.OOIIf(x0)|, donde el valor absoluto se toma para consi-
derar el posible valor negativo de la funcion objetivo.
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El otro criterio que puede usarse es la verificacidn en el cambio relativo de
f(x) entre iteraciones sucesivas. Aqui la convergencia se satisface si

(%)= £ (x,0) .
mdx{|f(xn),10_10} N

(2.8)

donde ¢ representa un cambio fraccional predeterminado, por ejemplo, € = 0.001.
El cambio absoluto se divide entre el maximo entre la magnitud def(xn> y
107'%; con esto se asegura que no habra divisidén entre cero en el evento de que

f(xn)—>0.

Valor absoluto en el valor del gradiente de la funcién objetivo

El criterio de convergencia final que puede usarse es la verificacion de las condi-
ciones necesarias para la optimalidad. En el caso de la minimizacién no restringi-
da o restringida en un intervalo y considerada en el presente capitulo, este

criterio simplemente requiere que el gradiente de f (x) se verifique para ver si
cada componente esta suficientemente cercana a cero para indicar que se
alcanzé el minimo. Este criterio se establece como sigue:

57 (o) <<

(2.9)

Aqui la convergencia se satisface si cada componente de Vf(xn) es menor,o igual
en magnitud que una constante predeterminada ¢ , por ejemplo, £ =10 . Este
criterio se emplea con facilidad cuando se usan métodos con derivada o gradiente.
Cuando se usan métodos sin derivada o gradiente, es preferible utilizar los criterios
antes vistos.
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2.5 Métodos con derivadas

Ahora se consideraran algunos procedimientos numéricos simples que en forma
indirecta localizan el minimo de una funcion f(x) Los métodos indirectos son
aquellos que determinan los puntos extremos usando solo condiciones necesa-
rias, derivadas analiticas y valores de la funcién.

Con estos métodos, basicamente se busca el minimo de f (x) en un intervalo
(a, b) en el cual se sospecha que se encuentra dicho minimo o bien partiendo de un
solo punto X, o dos de ellos Xy y X; , los cuales se encuentran suficientemente cer-
canos al punto minimo x. La busqueda se hace determinando las raices de la funcion

f'(x)=0 (2.10)

en puntos elegidos dentro del intervalo, o bien mediante un punto o puntos
elegidos suficientemente cerca del 6ptimo ya que la idea es tratar de obtener el
objetivo de la manera mas eficiente posible. Una vez encontradas las raices de la
funciénf'<x>, se usa el criterio de la segunda derivada para determinar si estos
valores extremos son maximos o minimos. En caso de no poder determinar la
segunda derivada o que ésta no exista, se utilizan puntos vecinos a los valores
extremos y se comparan los valores de la funcion para determinar la naturaleza
de los puntos extremos. Debe recordarse que ademas de la unimodalidad vy
continuidad en las funciones que se quieren optimizar, se requiere también la
derivabilidad de las mismas. A continuacion se veran algunos métodos numéricos
simples para resolver la ecuacién f'(x) = ( y se comentara el error y/o la ra-
pidez de convergencia de estos métodos.

Métodos que usan intervalos

En esta seccion se analizaran los métodos que aprovechan el hecho de que una
funcion f'(x) cambia de signo en la vecindad de una raiz. Estas técnicas se
conocen como métodos que usan intervalos porque se necesita de dos valores
iniciales para la busqueda subsecuente de la raiz. Como su nombre lo indica, estos
valores deben encerrar a la raiz. Los métodos descritos sobre este punto emplean
diferentes estrategias para reducir sistematicamente el tamafio del intervalo también
conocido como intervalo de incertidumbre y asi converger en la respuesta correcta.
Se vera que en el desarrollo de los métodos que usan intervalos se supuso que en
un principio se conoce el intervalo que contiene a la raiz.
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En la practica, dicho intervalo normalmente debe localizarse primero mediante
calculos preliminares. Entre los métodos simples disponibles para hacer esto se
encuentran los métodos graficos y los métodos de busqueda incremental. Como
preambulo a los métodos que usan intervalos, examinaremos brevemente los
métodos graficos para obtener las graficas de las funciones y estimar sus raices.

Métodos graficos

Los métodos graficos, ademas de su utilidad para determinar valores iniciales,
también son dutiles para visualizar las propiedades de las funciones y el
comportamiento de los métodos numéricos.

Un método simple para obtener una aproximacién a la raiz de la ecuacion
J'(x) =0 consiste en graficar la funcién derivada y observar dénde cruza el eje
X . Este punto, que representa el valor de x para el cual f '(x) =0, proporciona una
aproximacion inicial de la raiz y, en consecuencia, del punto extremo de la funcion
f (x) .Las interpretaciones geométricas, ademas de proporcionar aproximaciones
iniciales de la raiz, son herramientas importantes en la asimilacion de las
propiedades de las funciones pues prevén las fallas de los métodos numéricos. Por
ejemplo, las figuras 2.1 y 2.2 muestran algunas formas distintas en que la raiz de
f'(x) = (0 puede encontrarse en un intervalo definido por un limite inferior a y
un limite superior b. En general, si f'(a) y f'(b) tienen signos opuestos, esto
indica que existe un numero impar de raices aentro del intervalo definido por los
valores de a y b, pero si f'(as) y f'(b) tienen el mismo signo, esto indica que
no hay raices o que hay un numero par de ellas entre los valores dados.
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Métodos de busqueda incremental

Ademas de verificar una respuesta individual, debe determinarse si se localizaron
todas las raices posibles. Como se mencion6 antes, por lo general una grafica de
la funcion ayudara en esta tarea.

3Hi'(x)

[a,b]=10.2,1]

£ (x)
151

(b) [a,b]=]0,5]

Figura 2.1 En (a) y (b) existe un nimero impar de raices sif'(a) yf'(b)
tienen signos opuestos.
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£ (x)

(b) [a,b]=]-1,1.5]

05 15

Figura 2.2 (a) No hay o (b) existe un numero par de raices
sif'(a) yf'(b) tienen signos iguales.

75



Aplicaciones de Programacion no Lineal

Otra opcion es incorporar una busqueda incremental al inicio de la estrategia de
solucion. Esto consiste en empezar en una zona de la region de interés y realizar
evaluaciones de la funcion con pequenios intervalos a lo largo de la regién. Cuan-
do la funcion cambia de signo, se supone que la raiz cae dentro del incremento.
Los valores de x en los extremos del intervalo pueden servir de valores iniciales
para una de las técnicas que usan intervalos y que se describiran mas adelante.

Un problema en potencia aunado a los métodos de busqueda incremental es
escoger la longitud del incremento. Si la longitud es muy pequefa, la busqueda
puede consumir demasiado tiempo; por otro lado, si la longitud es muy grande,
existe la posibilidad de que las raices muy cercanas entre si pasen inadvertidas.
El problema se combina con la existencia de raices multiples. Aunque el empleo
de un incremento muy fino puede solucionar en parte el problema de la acotacién
de las raices, debe aclararse que los métodos sencillos, como el de la busqueda
incremental, no son infalibles. Se debe ser prudente al utilizar tales técnicas auto-
maticas con cualquier otra informacion que provea la visualizacién en la localiza-
cion de las raices (puntos extremales).

Método de biseccion

Cuando la primera derivada de la funcion objetivo esta disponible en los puntos
extremos de un intervalo de incertidumbre, es necesario evaluar la funcion en
s6lo un punto interior para reducir este intervalo. Esto se debe a que es posible
decidir si un intervalo acota un minimo simplemente al observar los valores de la
funcion f, ,f, v sus derivadas o f}, en los puntos extremos a, b.

£

25

0s

|
-1 08 05 1
a b

Figura 2.3 Existe un minimo si ambas pendientes en a y b satisfacen que: f, <0y f, >0
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Las condiciones por satisfacer en los puntos a y b son que f <0 vy fb >0

como se ilustra en la figura 2.3, o que f <0 fb <0 yfb fa COmo se mues-
tra en la figura 2.4,

f(x)

Figura 2.4 Existe un minimo si en los puntos a y b se satisface

que: f, <0.,f, <0 Vfy > f,-

obienque f, >0, f, >0y f, < f, comoseilustra en la figura 2.5. El méto-
do de biseccién parte de un intervalo inicial de incertidumbre [ay, b)] en el cual
se encuentra una de las raices de la funcion f'(x) =0 ; es decir, f'(ao) y
I bo) tienen signos opuestos. EI método consiste en evaluar la funcién
/'(x) . contintia y derivable, en el punto medio del intervalo [ao, bo] , COMO
se ilustra en la figura 2.6. Si f'(ao) y f'(xo) tienen signos opuestos, se
reducira el intervalo de [ay, 5] a [ao,xo] ; si no se satisface la condicion de
los signos opuestos, entonces se reducira el intervalo de[ao, bo] a[xo, bo] ya
que la raiz buscada se encuentra dentro de este nuevo intervalo. Se repite
este proceso hasta lograr que el intervalo sea mas pequefio que una toleran-
cia prefijada, y el ultimo valor X, sera una buena aproximacion de la raiz.
Este procedimiento tiene la garantia de que converge a la raiz hasta una pre-
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cision deseada una vez que la raiz haya sido acotada y que la funcion sea
unimodal en el intervalo de interés. Si la funcidon no es unimodal, la condicion
f'(ao )f'(b()) < 0 se satisface siempre que el intervalo tenga un nimero impar
de raices, en este caso, el método de biseccidén encontrara una de las raices se-
paradas en el intervalo dado y tal vez sera no deseada.

Figura 2.5 Existe un minimo si en los puntos a y b se satisface que:

fa>0.£,>0y f, < f,
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@
f'(bgy

2_

1 4

an = by

0 ; 05 1 &+ 15 2
G |- % .
Pap| |

_1 b &

Figura 2.6 El proceso de decision en el método de biseccion.

El método de biseccion también tiene problemas con las raices dobles (o multi-
ples) debido a que estas funciones tocan el eje X de manera tangencial en es-
tas raices; otro defecto del método de biseccion es que éste puede atrapar una
singularidad como si fuera una raiz, debido a que dicho método no reconoce la
diferencia entre una raiz y una singularidad (un punto singular es aquel en el que
el valor de la funcién tiende a infinito, por ejemplo que la derivada no esta definida
en el punto extremo de una funcion continua). Sin embargo, una gran ventaja es
que también es util para funciones no analiticas; en resumen, se puede decir que
es un método robusto.
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El algoritmo de biseccion puede establecerse como sigue:

Algoritmo 2.1 Método de biseccion:

Dados € y una funcion f'(x) continua sobre el intervalo [ao, bo]
tal que

f'(ag) f'(by) <0
Para kK =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1, xk:@

%
2. Si |bk —xk| < ¢ entonces X; &~ X y terminar.

3. Sif'(ak)f'(xk) <0 entonces
g1 = A by =x;
En otro caso,
A1 =X b1 =0y

Fin del si

4. Regresar al paso 1.
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Error limite en el método de biseccion

Seana,, b, y x, los n-ésimos valores calculados a partir de a,, by y x res-
pectivamente; entonces

bn —4a, = l<bn—1 o an—l)
luego
1 1 1
bn —d, = E(bn—l - an—l) = 2_2<bn—2 - an—2> = ?(bn—3 - an—3) =
por lo que
1
bn—anzz—n(bo—ao)s n=0 2.11)

donde (by —a) representa la longitud del intervalo original con el que se inicio.
Yaque laraiz x estaentre [a,,x,]| 0 [xn,bn,] se sabe que el error de orden 7
esta dado por

en:

Combinando este resultado con la ecuacion 2.11, se tiene

%, x| < by~ a)

n = Y (2.12)
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P
Esta ecuacion expresa el error limite y muestra que X, convergea x si 77 — 00

Para mostrar cuantas iteraciones seran necesarias para que X,, se aproxime a x
con la precision deseada, se necesita que

€n

<e

donde € > ( es el criterio de tolerancia deseado; entonces

—(by—ay)<e
by —ay)
por tanto,
In bo—ao]
n> c
In2 (2.13)

que expresa el numero maximo de iteraciones para reducir el intervalo inicial a la
precision deseada.

Ejemplo 2.3 ; Cuantas iteraciones se requieren para resolver un problema donde
el intervalo [ao,bo] = [0,1] y la tolerancia ¢ = 0.01 ?

Solucion:

Aplicando (2.13)
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por lo que se requieren n = 7 iteraciones para reducir el intervalo original a me-
nos o igual que 0.01 de precision.

Rapidez de convergencia del método de biseccién

Tomando el error maximo posible de orden n# como

1
:27(bo —a)

%
aplicando la ecuacién (2.3), el método de biseccion converge linealmente a X
con rapidez de convergenciade (3 = 0.5. Estas predicciones tedricas se pueden
verificar con los resultados de problemas resueltos y se dejan como ejercicio al
lector.

Finalmente, otros métodos que usan intervalo son los métodos de regula falsi y
regula falsi modificada por mencionar algunos y los cuales estan fuera del alcan-
ce de este libro.

Métodos abiertos

En contraste con los métodos anteriores, los métodos abiertos se basan en for-
mulas que requieren de un solo valor X o un par de ellos, pero que no necesa-
rlamente encierran la raiz. Como tales, algunas veces divergen y se alejan de la
raiz x amedida que crece el numero de iteraciones; sin embargo, cuando éstos
convergen, en general lo hacen mucho mas rapido que los métodos que usan
intervalos, entre estos métodos se encuentra el método de la secante, Newton-
Raphson, Newton modificado, Halley, Chebyshev, entre otros.
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Método de Newton-Raphson

En esencia, la técnica de Newton-Raphson consiste en el uso de rectas tangen-
tes; es por esto que al método se le conoce también como método de la tangente.
Esta estrategia permite usar unicamente un punto inicial cercano a la raiz, sin
requerir cosas adicionales dentro de la vecindad donde se encuentra.

Para la descripcidén de este método considérese las graficas (a) y (b) de la figura
2.7. Por lo general, se inicia con una estimacion de x’que se denota con X para
mejorar esta estimacion, considérese la linea recta que es tangente a la grafica
de f'(x) en el punto (x9-./"(x0)) : si X esta cerca de x, esta linea tangente
casi coincidira con la grafica def'(x) para puntos X alrededor de x. Entonces
si xj es la raiz de la linea tangente, x| sera casi igual a x . En general, para deter-
minar una férmula parax, ,, considérese la pendiente de la linea tangente.
Usando la derivada f"(x) def'(x), se sabe del calculo elemental que la pen-
diente de la tangente en (xn,f'(xn)) es "(xn ); esto guia a la ecuacion

tan6, :f"(xn):—o_f'<x”)

Xn+1 — Xy

y,en consecuencia,

L) oo
Tt = A T ’ (2.14)
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w

q1f (X)

=1

05

b

%
(a) El punto inicial x; se encuentra a la derecha de x

(Cam i)

—_

Figura 2.7 El proceso iterativo en el método de Newton-Raphson.

*
(b) El punto x,,_; se encuentra a la izquierda de x
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El método de Newton-Raphson utiliza en forma iterativa las rectas tangentes que
pasan por las aproximaciones consecutivas de la raiz; ademas, este método re-
quiere una buena estimacion inicial, pues de otro modo la solucion iterativa puede
divergir o converger a una solucion irrelevante. La razon de convergencia itera-
tiva del método de Newton-Raphson es alta cuando funciona. La desventaja de
este método se da en el caso de abordar raices multiples cuya convergencia
suele ser lenta, 0 aun en el caso de raices simples se puede tener problemas
cuando f" xn> — (), lo que implica que la raiz puede estar cerca de un punto
de inflexién. En resumen, se puede decir que la convergencia del método es muy
dependiente de la naturaleza de la funcién y del valor de la aproximacion inicial.

Algoritmo 2.2 Método de Newton-Raphson:

Dados ¢, un punto inicial x, y una funcion /() continua y diferenciable.
Para k = 0,1,2... hasta donde se satisfaga, hacer:

S'u)

1. Xe+1 = X — f"(xk>

2. 8i |xk+1 - xk| <go ‘f'(xkﬂ)‘ < € entonces x| ~ x*y terminar.

3. Regresar al paso 1.

Rapidez de convergencia del método de Newton-Raphson

Suponiendo que f'(x) tiene derivadas continuas para todo x en algun intervalo
alrededor de la raiz x', por el teorema de Taylor podemos escribir

£ = 1)+ (x —xn)f"<xn)—|—%(x —xn)zf"'(xn)+...
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obsérvese que f'(x*) = () por suposicién, y luego se divide por f"(xn) para
obtener

0= Sx,) +(x*—xn)+(x*—xn)2%+--

Como

entonces

% " 2 m
O=x,—x,,1+x —xn—l—(x —xn> M—l—

2f"(%)

%

X,41 — X |setiene

Resolviendo para e, | =

B e o ) f'"<xn> N( B *)2 fm(xn>
et il v b ey
donde M = M . Tomando el limite cuando n — 00O, resulta
2/"(x,)

. e .
lim 22+L — lim

n—oo e n—o0 *

0 0 * ra g
en consecuencia si M < oo el método de Newton-Raphson converge cuadrati-
camenteax .
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2.6 Métodos sin derivada

Al resolver la ecuacién no lineal encontrando la raiz, la meta fue determinar la
variable x que diera cero en la funcion f'(x). La optimizacion de una sola varia-
ble tiene como objetivo encontrar el valor de X que generara un extremo, ya sea
éste un maximo o un minimo. Como en la localizacién de raices, la optimizacion
en una dimension sin derivadas se puede dividir en métodos de comparacion de
los valores de la funcion y en métodos de interpolaciéon como se describira en las
préximas secciones. Por lo tanto, ahora la meta es encontrar el valor de la variable
X que minimiza af(x) restringida a un intervalo.

2.7 Intervalo de incertidumbre

%
Considérese el problema de hallar x para

Minimizar f(x)
sujetaa  ay < x <b, (2.15)

Debido a que la posicion exacta del minimo x*def(x)sobre[ao,bo] no se conoce,
este intervalo se llama intervalo de incertidumbre. Durante el procedimiento de
busqueda hacia el minimo, pueden excluirse porciones de este intervalo que no
contengan al mismo; entonces se dice que se ha reducido el intervalo de incerti-
dumbre. En general,[ai,bi] para i=0,...,n, se conoce como intervalo de incer-
tidumbre si un punto minimo x cae en al-,bl-] aunque su valor exacto no se co-
nozca.
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Teorema 2.1

Sea f(x) una funcion estrictamente unimodal sobre el intervalo [a,b] .
Sean Xy, X, € [a,b] de manera que x; < X, .

Sif(xl) > f(x2 ) entonces f(z) > f(xz) para todo z € [a,xl] , COMO
se ilustra en la figura 2.8.

Sif(xl) < f(xz), entoncesf(z) > f(xl), para todo z € [x2,b] como
se ilustra en la figura 2.9.

Delteorema que se acaba de enunciar, bajo unimodalidad estricta se tiene que si
f(x)> f(x,) el nuevo intervalo de incertidumbre es [xl,bi pero si f(xl) <
S (x5 ) entonces el nuevo intervalo de incertidumbre es|a, X, | .

2.8 Razén de reduccion y eficiencia
Una medida de la eficacia de un método de busqueda por intervalos se conoce
como razon de reduccion, RR, propuesta por Wilde (1964), quién la definié como

la razdn del intervalo original de incertidumbre al intervalo final después de n en-
sayos de busqueda o evaluaciones de la funcion.

i

80
&0
!
40!
!

|
o |
!

Figura 2.8 El Intervalo de incertidumbre es[xl ,b]
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Figura 2.9 El Intervalo de incertidumbre es [a, xz]

RREI—O:—bO_aO
]n bn_an

(2.16)

donde [, ,, son los intervalos inicial y final de incertidumbre respectivamente, y
ay b,- para {=0,...,n son los puntos extremos del i-ésimo intervalo. Como
puede observarse, RR es una funcién monotonamente creciente con el nimero
n de ensayos.
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Wilde (1964) también definio la eficiencia 1) para n evaluaciones funcio-
nales como el reciproco de RR

1 I,
N=——=-"
RR I,
en este caso, 77 — 0 como n — 00. (2.17)

De aqui en adelante solo se usara el concepto de eficiencia.

2.9 Métodos de comparacién de la funcion objetivo

Se consideraran ahora algunos procedimientos numeéricos que localizan en forma
directa el minimo (en general, extremos) de una funciénf(x). Basicamente, con
estos métodos la busqueda se hace evaluando la funcion en puntos elegidos
dentro de un intervalo |@,b|, donde se sabe que se encuentra el punto éptimo.
La idea general es obtener nuestro objetivo de la manera mas eficiente posible,
es decir, con el menor nimero de evaluaciones de la funcion. Una caracteristica
general de los métodos de aproximacion es que el punto preciso en el cual ocurre
el 6ptimo nunca sera conocido, y o mejor que puede obtenerse es determinar el
intervalo final de incertidumbre.

Por lo tanto, nuestro objetivo primordial es obtener el intervalo final de incerti-
dumbre para establecer la eficiencia 7) del método aplicado. Este intervalo de
incertidumbre siempre prevalece debido a que tales métodos calculan el valor
de la funcién unicamente en valores discretos de las variables independientes.
Para aplicar éstas técnicas, solo se necesita conocer el intervalo inicial de incer-
tidumbre ]0 = bo — ag Yy asegurarse de que f(x) seaunimodal en el intervalo
de interés. A continuacion se veran brevemente dos métodos clasicos para esta-
blecer las ideas basicas de los métodos mas eficientes de busqueda univariada
sin derivadas.
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Método de la seccidon aurea

I
L i
- X X
ae =1 & Z e b
1 Iy i
ae . * o b
X3 i A

Figura 2.10 E| Intervalo de incertidumbre es[a, X ], si f(x)< f(xy).

Refiriéndose a la figura 2.10 basada en la aplicacion del teorema 2.1, el intervalo
inicial de incertidumbre [, = [a,b], es dividido por los puntos X; y x, en la primera
evaluacion, suponiendo que f(x;)< f(x,), el nuevo intervalo de incertidumbre
serdl, =[a,x,|, en la segunda evaluacion se coloca el punto X3 simétrico a x; con
respecto a cualquiera de los extremos del intervalo[a,xz]como se muestra en la
figura 2.10. Siguiendo esta estrategia con la aplicacion del teorema 2.1 en cada
evaluacion subsecuente, se desea mantener

=1 +1;
Cuando se han realizado j evaluaciones, entonces por el mismo razonamiento,

se tiene

si ademas se impone la condicion de mantener la razén de intervalos sucesivos
constante, es decir,
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en general

]j IJ-H Ij+2

entonces, dividiendo la ecuacion (2.18) por Ij se tiene

£:1+£
1; j

y de la ecuacién (2.19),

7':1—|—l = 7°—7-1=0
T

Resolviendo la ecuacion cuadratica se obtiene

145

2

T

y tomando la raiz positiva por razones obvias resulta

1++/5

2

~1.618

la constante que representa a la razon de intervalos sucesivos.

(2.19)
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El nombre de seccién aurea viene de la ecuacion (2.19); es decir, vemos que
ijl se divide en dos partes, de manera que: la razon del intervalo total entre la
mayor parte es igual a la razon de la mayor parte entre la menor parte, ésta es
la llamada seccion aurea de los antiguos griegos. Una vez determinado el valor
de la razén 7, puede determinarse ahora el intervalo final de incertidumbre 7, ;

obsérvese que la razén

por lo tanto,

— =T

ly _Iody _ 2
12 [l ]2

1

0_ 3

1

n

[n:T_nIO

y por consiguiente, la eficiencia sera
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De esta manera, para reducir el intervalo final de incertidumbre al 1% del valor ori-
ginal son necesarias n = 9.56 =~ 10 iteraciones u 11 evaluaciones de la funcion.
Para entender el mecanismo de este método, supdngase que se tiene el intervalo
de incertidumbre [, = (bo — ao) , como se muestra en la figura 2.11.

Si se consideran los resultados de las dos evaluaciones de la funcion, puede de-
terminarse que intervalo se investigara posteriormente. Este intervalo contendra
uno de los puntos previos y el proximo punto sera puesto de manera simétrica con
respecto a éste, y asi se continuara sucesivamente.

i16:4]

B0+

601

Ip

404

201

-

[

15 2 25

ap bD

-
-
b

Figura 2.11 Colocacion de los primeros dos puntos X; y X, en [ao,bo] .

Para iniciar, el primer punto se pone a una distancia

h:l%
T
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de un extremo y el segundo a la misma distancia del otro extremo. Se evaluan
f(xl) y f(x2> y se tienen dos casos por considerar:

1) si f(xl) < f(xz) el nuevo intervalo sera (a,xz) , véase la figura 2.11 consi-
derando el punto mas alto para x;.

2) si fgxl) > f(xz) el nuevo intervalo sera (xl,b), véase la figura 2.11 con-
siderando el punto mas bajo para X, .

Rapidez de convergencia

De la ecuacién (2.20), la razdén entre intervalos sucesivos en términos del
intervalo inicial sera

y, por lo tanto,

I
lim ~**L — lim l:1:0.618
k—o0 [k k—oo T T

R |
Puede mostrarse sin dificultad que lim Tkt 0Q; por consiguiente, el método

k—oo ]lg

de la seccion aurea converge linealmente con rapidez de convergencia 3 ~ 0.618.
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Algoritmo 2.3 Método de la seccién aurea:

Dada una funcion f(x) continua sobre el intervalo [al,bl] y una tole-

rancia ¢.

Calcular a=q +(1_1/7-)(b1 —a1> , dl :bl —(1—1/7-)<b1 —a1> ,

fe :f<01) Ja :f<d1)

Para k =1,2,3,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1. Si fc < fd , entonces

tomar a; =ay , by =d,, di  =cp,
Copt = Ay +(1=UT) (B = @) f = 1o
Je= f(ck+1)

En otro caso tomar

A1 =C by =by oy =dj

sy = by —(L=V7) by — 1) fo =S
fd :f<dk+1) -

Fin si
2. Si |bk+1 — ak+1| < g, entonces tomar
% .
X =Cp S [ <[y
0 Y=g, s < fY terminar.
k+1 d c
Fin si

3. Tomar f =k +1 yregresara 1.
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Por ultimo, existe una diversidad de métodos que comparan los valores de la
funcion objetivo y que usan el concepto de intervalo de incertidumbre como los
métodos de busqueda uniforme, dicotdmico secuencial, triseccion, Fibonacci, etc.

2.10 Métodos de interpolacion

En el método anterior se traté de determinar un intervalo pequefio en el cual se
localizé el minimo de la funcion. En el proximo método se adoptara un enfoque
diferente. La clase de algoritmos conocidos como métodos de interpolacion poli-
nomial aproximan la funcién objetivo en un intervalo que se sabe acota un minimo
local por un polinomio cuadratico o cubico que tienen los mismos valores de la
funcion y quizas del gradiente en puntos particulares del intervalo. Luego, el mi-
nimo del polinomio se utiliza para predecir el minimo de la funcidn objetivo y, de
hecho, aquél reemplaza uno de los puntos previos guiando a un nuevo conjunto
de puntos dispuestos en un intervalo menor al original, que posteriormente aco-
tara el minimo de la funcién.

Se comienza por estudiar un método que usa soélo valores de la funcion.

Método de interpolaciéon cuadratica de Powell

Supodngase que se conocen los valores de una funcién f X ) en tres puntos dis-
tintos a ,b y ¢ (los extremos y un S>unto del intervalo de incertidumbre) como

fi= f(a) Jy=rf(b) vf.= f(c respectivamente; entonces se puede a-
proximar f'(x) por una funcién cuadratica de la forma

p(x)= ax? 4 Bx+~ (2.22)

donde o, Oy ~ estan determinados por las ecuaciones

2
a” a (o) (p,) (f.

b* b 1|8|=|p|=| 1
2 e 1) pe) e (2.23)
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En realidad no se necesita Ia forma explicita de p(x) ya que sélo es de interés
la posicion de su minimo £". Resolviendo para «, By 7Y se obtiene

(c=b)futla=c)fy+(b-a)f

o=
A
(bz—c )fa (c p )fb+(a2—b2)fc
b= A
_be(e—b)f,+acla—c)f,+ab(b—a)f, (2.24)
= A

donde A =(a—b)(b—c)(c—a). Claramente, p(x) tendra un minimo en

Fo_B si, a>0
2«

es decir,

p'(x)=2ax+3=0 da fc*:—ﬁ
2a

De este modo, la posicion del minimo de f(x) se aproxima con

%

~

1[0 =E) o+ =) sy + (a2 —0)s.
2 (=) fut(c—a)fy +(a=b)f, (2:25)
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Observe que )2* cae en [a,b] sif. < f, Y J. < fp- Lafuncion objetivo se evallia en
X y uno de los puntos extremos a o b debe reemplazarse por x para empezar
la proxima iteracion de manera que los 3 nuevos puntos estén dispuestos sobre
un intervalo que acote el minimo de f(x) La figura 2.12 muestra que no siempre
el punto con el mayor valor de la funcion es el apropiado para descartarse.

Puede mostrarse que el orden de convergencia del método de interpolacion cua-
dratica es de 1.3 (Luenberger, 1973). Esto es mejor que la convergencia superli-
neal pero no tan rapida como la de segundo orden. En el caso de que la tolerancia
sea muy pequefia, entonces a, b, ¢ yfa, fb , fc estaran muy cerca unos de o-
tros y la ecuacion (2.25) puede fallar.

Figura 2.12a Se descarta el punto con mayor valor de la funcion.
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Figura 2.12b No se descarta el punto con mayor valor de la funcion.
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Algoritmo 2.4 Método de interpolacion cuadratica:

Dada una funcion f(x) continua y los valores ap, b1 Cl,ELY Sf.
Calcular f, :f(al),fb :f(bl) yf, :f(cl).

Para k =1,2,3,... hasta donde se satisfaga, hacer:

o1 c) ot —ai) gy +[af - B
2 (b o) fu (e —ap) fy Ha —B) f

fo=1(¥)

2.Si % <c, vy f, < f. entonces

Ak
tomar ag . =ay, by =cp, =%, fp=_ fo.=Jx

K
Perosi X >c¢; y f, > f. .entonces

*

tomar ay ) =a, by =X, =c¢, fp =S
A%
Perosi X <c,y f,> f. . entonces
AK
tomar ak+1:x ’bk+1:bk’ Ck_|_1:Ck’ fa:fx'
En otro caso,
A
tomar ak+1:Ck, bk—l—l:bk’ Ck_H:x J fa:f‘c ’ f‘C:fx
Fin si

f(Ck>_f(Ck+1)

3. Si bk+1—ak+1|§€xo f( )
Ck

< e entonces

%k
tomar x = ¢y yterminar.

Fin si

4. Tomar k =k +1 yregresara 1.
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Finalmente, se pueden estudiar otros métodos de interpolacion de mayor orden,
por ejemplo, para usar una interpolacién cubica se pueden desarrollar dos mé-
todos alternativos, el primero usando valores de la funcién objetivo en donde se
requiere de cuatro puntos establecidos en el intervalo de incertidumbre, y el se-
gundo, usando dos valores de la funcion objetivo y dos valores de la derivada de
la funcién, este ultimo método se conoce como método de interpolacion cubica de
Davidon y éste tiene un orden de convergencia cuadratico.

Problemas

Para cada uno de los siguientes problemas encuentre la solucion numéricamente
con cualquiera de los métodos propuestos y comparela con el valor de la solucion
exacta (analitica si existe).

2.1 El alcance R de un proyectil lanzado con velocidad inicial v, y con un an-
gulo @ respecto de la horizontal esR(6) :(vgsenze)/g , donde g=9.81 m/s?
es la aceleracion de la gravedad. Encuentre el angulo € que produce alcance
maximo, si v, =40 m/s.

2.2 Se lanza un cuerpo hacia arriba con velocidad inicial 40 m/s, ¢ Calcule cual

es la maxima altura que alcanzara si la aceleracion gravitacional g =10 m/s? La
ecuacion que describe la altura en funcion del tiempo es:

g 2
h(t)=vt—2
(t)=vt 5!

2.3 La energia potencial ¥V (r)de un gas, esta dada por la expresion del poten-

cial de Lennard-Jones,
o 12 o 6
Vir)=4e||—| —|—
o-+<|(2) 2]

donde €,0 son constantes, tales que €, o> 0.
Para argon A = 6.19x 10°kJ(A)°/ mol = 4sc°’ y

B = 958 x 10°kJ (A)/ mol = 4o
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a) ¢ Tiene el potencial de Lennard-dJones V () un punto o puntos estacionarios?
Si es asi, localicelo(s).

b) Identifique la naturaleza del punto o puntos estacionarios (minimo, maximo,
etc.)

c) ¢ Cual es la magnitud de la energia potencial en los puntos estacionarios?
2.4 La trayectoria de una pelota se calcula por medio de la ecuacion

g 2

=y +(tan @, )x——=——
y=yo+( b) 2v, cos’ 6,

donde y =altura(m), 6, =angulo inicial (radianes), v, = velocidad inicial (m/s),
g = constante gravitacional = 9.81 m/s?, y y,= altura inicial (m). Use el método
de la busqueda de la seccion dorada para determinar la altura maxima dado que
Yo =1m, v=25m/sy g,=50° Haga iteraciones hasta que el error aproximado
esté por debajo del 1%, con el uso de valores inicialesdea=0y b =60 m.

2.5 Hay que separar una mezcla de benceno y tolueno en un reactor flash. ; A qué
temperatura debera operarse el reactor para obtener la mayor pureza de tolueno
en la fase liquida (maximizar x,)? La presion en el reactor es de 800 mm Hg. Las
unidades en la ecuacion de Antoine son mm Hg y °C para presion y temperatura,
respectivamente.

XpBop+Xr By =P
1211
log, (P, ,) = 6.905
20 (Puss) T+221
1344
log,, (P, )= 6953
20 (Pucr) T+219
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2.6 A se convertira en B en un reactor con agitacion. El producto B y la sustancia
sin reaccionar A se purifican en una unidad de separacion. La sustancia A que no
entrd en la reaccion se recicla al reactor. Un ingeniero de procesos ha encontrado
que el costo inicial del sistema es una funcién de la conversion, x . Encuentre la
conversion que dara el sistema de menor costo. C es una constante de propor-
cionalidad.
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3.1 Introduccion

En este capitulo se considerara el problema de minimizar una funcion f(x) de
varias variables. Los métodos que se describiran mas adelante procederan en la
siguiente forma: dado un vector X, se determina un vector de direccion d elegido en
forma adecuada; luego f'( X ) se minimiza desde X en la direccién de d por una de
las técnicas ya revisadas en el capitulo anterior, lo cual se conoce como busqueda
lineal. En lo que sigue del resto de este texto, se requerira resolver un problema de
busqueda lineal de la forma

Minimizar f(x + ad)
sujeta a ael (3.1)

donde / =R ,06 [:{oz:ozZO} , 0 I:{a:aﬁagb} , con el fin de evitar
los métodos con tamaro de paso discreto como inicialmente fueron disefiados, ya
que presentan una convergencia muy lenta.

Ejemplo 3.1 Dada la funcion f(x) =(x — 1)2 +(xy — 2)2 + (x3 — 3)2 y el punto
x=(4,3,2)" , encuentre o para minimizar f(x +ad)en la direccion d = (I,I,I)T.
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Solucion:

Se tiene que

4 1 4+«
Xx+ad=|3|+all|=|3+«
2 1 2+«

y sustituyendo en la funcién objetivo resulta

f(x+ad)=@4+a-17+(B+a—2+(2+a-3)
(a+37 +(a+17 +(a—=1) =32’ +6a+11=g¢(a)

derivando f(X + ozd) con respecto a ¢ se tiene.

¢'(a)=6a+6=0 = o =-1

Por lo tanto, fgx +a'd)=8 es el valor minimo; cualquier otro valor de v incre-
menta el valor ef(x + ad) .

La funcion f(x—l— ad) = ¢<a) es una funcion de una sola variable y puede
optimizarse numéricamente con cualquier técnica vista en los capitulos anterio-
res, sobre todo cuando no se puede resolver en forma analitica el problema si la
funcion es altamente no lineal.
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3.2 Método de comparacién de la funcion objetivo

Se ha dedicado mucho esfuerzo en desarrollar métodos de busqueda directos
para localizar el minimo de una funcién de n variables. Recuérdese que un méto-
do directo de busqueda es aquel que usa Unicamente valores de la funcion.

En esta seccion, se considerara con detalle sélo un método; la experiencia ha
mostrado que este método es robusto y capaz de aplicarse a una gran variedad
de problemas de pequefa escala. Para éste método se han construido un gran

numero de funciones que, dada su naturaleza, proveen severas pruebas para el
mismo. Ejemplos de algunas de ellas son:

2
1). La funcién de Rosenbrock: f(x)leO(x2 _xlz) +(1—x1)2 con x = (l,l)T,
la cual se ilustra en la Figura 3.1.

2). La funcién de Powell:

2 4

f(x):(xl —|—10x2)2 —|—5(x3 —x4> —|—(x2 —2x3)4 —l—lO(xl —x4)

con X" =(0,0,0,0) .

3). La funcién de Cragg- Levi:

4
f(x):(exl —xz) +100(x7_ —x3)6 —|—tan4(x3 —x4>+x18 +(x4—1)2

con x" = (0,1,1,(1 n))’
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Figura 3.1 Contornos de la funcion de Rosenbrock, X = (1,1)T .

Método de Nelder y Mead (o del Poliedro Flexible)

El método de Nelder y Mead (1964) es una modificacion del método simplex de
Spendley, Hext y Himsworth (1962). Este método data desde 1964. Un conjun-
to de (n —+ 1) puntos mutuamente equidistantes en un espacio n-dimensional
se conoce como un simplex o poliedro regular. Esta figura sirve de fundamento
en el método de Spendley, Hext y Himsworth (1962). De esta manera, en dos
dimensiones el simplex es un tridngulo equilatero y en tres dimensiones es un
tetraedro regular. La idea del método es comparar los valores de la funcién en los
(n +1) vertices del simplex y moverlos hacia el punto éptimo en cada estado.
Nelder'y Mead (1964) propusieron varias modificaciones al método que permi-
ten a los simplejos formar figuras no regulares. El resultado es un método di-
recto de busqueda muy robusto si el numero de variables no excede de 5 ¢ 6.
El movimiento del simplejo en este método se realiza por la aplicacién de tres
operaciones basicas: reflexion, expansién y contraccion. La idea fundamental de
estas operaciones resultara clara cuando se consideren los pasos del siguiente
procedimiento:
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Dada una funcion X ) ,los (n+1) puntos X;,X5,...,X la tolerancia ¢ .
1>%2> nt1Y

Se caleulan fi = f(x;), fo=f(X3).... fn+1:f<xn+1>.

1) Se procede a buscar el valor mas grande de la funcion f;, = f(xh), el si-
guiente valor superior f,, = f(xg> y el valor més pequefio f, = f(xl)’ es decir,

f(xl): min f(xl-)

1<i<n+1

X )z mdax X,
f< & 1§i§n+1f< /)
i=h

f(x,)= max f(x;)

1<i<n+1

y los correspondientes puntos X, Xo ¥ X € {Xl,xz,...,xn+1}.

2) Se determina el centroide de todos los puntos exceptuando X, . Sea este punto
X,y se evalla f, = f(xo) , donde

1 n+1
ne
i=1
i=h (3.2)
3) Como parece razonable tratar de moverse lejos de X, . Esto se hace reflejan-

do Xj, en X para hallar X,y f, = f(xr) . La reflexion se ilustra en la figura 3.2
para el caso de una funcion de dos variables.
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2.8

0.5

Figura 3.2 Reflexion de X, através de X, para obtener X,. .

Sea o> 0 el factor de reflexion; se busca X, de manera que

X, — X :a(xo—xh) (3.3)

es decir,

X, :(l—l—a>x0 —axy, (3.4)

4) Se compara f,. con f; .
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a) Si f, < f;, se obtuvo el valor mas pequefio de la funcion. La direccion desde
X, hasta X, parece ser buena para moverse a lo largo de ella. Por lo tanto, se
hace una expangién en gsta direccion para hallar x, y f, = f(xe) . Lafigura 3.3
ilustra la expansion del simplex:

2.5

0.5

1 2 3

Figura 3.3 Expansion de X, a través de X para obtenerX,, .

Con un factor de expansion v > 1 se tiene
xe—xozfy(xr—xo) (3.5)
es decir,

X, =%, +(1=7)% (3:6)
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i) Si f, < f; ,sehace X;, =X, y se prueban los (n —i—l) puntos del simplex
para la convergencia hacia el minimo (paso 8). Si se ha convergido, se termina el
proceso; en caso contrario, se regresa al paso 2.

ii) Si fe > fl se abandona X, debido a que se ha hecho un movimiento muy
lejos en la direccion de X a X,.. En su lugar, se hace X; = X,., se prueba la
convergencia y si no se satisface, se regresa al paso 2.

b) Si a) no se satisface, es decir, si f.> f; pero f. < f,, X, es una mejoria
sobre los dos peores puntos del simplex y se hace x; = x,., se prueba la conver-
gencia y si no se satisface, se regresa al Paso 2.

c)Si f,>f; v f.> f,, seprocede al paso 5.
5) Se comparan f,. y fj .

a) Si f, < fj,sehace X; =X, y f, = f,. Recuérdese que f,. > f, (paso
4c).

Luego se procede al paso 5b. En caso contrario, es decir, si fr > fh se procede
directamente a la contraccién (paso 5b).

b) Si f,. < fj.sehace X, =X, y f;, = f,. Se realiza el proceso de contrac-
cion con un factor 0 < 3 <1, es decir, se determina x. de

X, — Xy = ﬂ(xr — XO) (3.7)

es decir,

x, = 0x, +(1-6)x, (3.8)
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la figura 3.4 ilustra este proceso.

En caso contrario, es decir, si f,. > f;, se procede directamente a la contraccion
y se determina X . de

X —Xo :5("}1 —Xo)
es decir,

(3.9)

X, = 0X,, +<1—5)x0 (3.10)
la figura 3.5 ilustra este caso.

6) Se comparan f, y f;.

a)Si f. < f;,sehace X, =X,y f;, = f., se verifica la convergencia y si no
se satisface, se regresa al paso 2.

S

251

Bi
0.5

1 3

o
3 i
Figura 3.4 Contraccion de X,.a través de X, para obtener X . ( 6>0)
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/
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£

Figura 3.5 Contraccidn de X, a través de Xy para obtener X . ( ﬁ <0).

b) Si f,. > f},, pareceria que todos los esfuerzos por hallar un valor de f* < f;,
fallaron, de manera que se va al paso 7.

7) En este paso, se reduce el tamafio del simplex dividiendo en dos la distancia
de cada punto del simplex, desde X;, el punto generador del minimo valor de la
funcion. Asi, X; se reemplaza por

1
Xi:Xl+E<Xi_XZ> (3.11)

es decir ;
1
Xi:E<Xi+XZ> (3.12)
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luego se calcula f; = f(xl) para [ = 1,2,...,<n + 1), se prueba la convergen-
cia y si no se satisface, se regresa al paso 2. En la figura 3.6 se ilustra este proceso.

2.5

1.59

0.5

]

1 5 3

Figura 3.6 Contraccion de todo el simplex y una nueva reflexion.

8) La prueba de convergencia se basa en la desviacién estandar de los (n + 1)
valores de la funcién, de manera que

o<e (3.13)

donde € es un valor pequefo predeterminado. El valor de o se determina de:

5 1 n+1 _
’ :n+1;(ﬁ_f) (3.14)
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donde

. 1 n+l1
— . 3.15
s n+1;fl 519

Si 0 < €, todos los valores de la funcion estdn muy cercanos y de esta manera
se puede decir con optimismo que todos los puntos estan muy cerca del minimo
X; . Este criterio de convergencia suena razonable, aunque Box (1965) sugiere
que éste se tome en consideracion como una prueba de seguridad. Por ultimo,
Nelder y Mead (1964) recomiendan aa=1.0, 3=0.5y v=2.0 como valo-
res de los factores de reflexion, contraccion y expansién respectivamente, reco-
mendacién basada en ensayos con muchas combinaciones diferentes y donde
parece que el método trabaja con eficiencia. Paviani (1969) recomendd como
eleccion de vy y (3 los siguientes rangos de valores:

§<~<3.0
<B<06

La eleccion del simplex inicial es arbitraria. Se da un punto X; y luego se generan
los puntos restantes de acuerdo con

X, =X +he ,i=L..,n (3.16)

donde /4 es una longitud de paso arbitraria y éi es un vector unitario en la direc-
cion de la i-ésima coordenada.
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Algoritmo 3.1 Método de Nelder y Mead:

Dada una funcion f(x) un punto inicial X;, la tolerancia €, los pa-
rametros de reflexion «, expansiéon (3, contraccion ¢ y una longitud de
paso arbitraria /.

1. Generar los puntos del simplex inicial:
X, 1 =X, +he; parai=1,.,n,

donde éi son los vectores unitarios a lo largo de los ejes de coordena-
das.

2. Calcular:
fi=/(x;) parai=1...n+1.
Parak =1, 2, 3, ..., hasta donde se satisfaga, hacer:

3. Identificar: X;, Xo ¥ Xy E{Xl,xz,...,an} tal que

f(x;) = minimo f (x;) ,

1<i<n+l1

X )zmdximo X, ),
f( £ 1§i§n+1f< ’)
i=h

£ (xp,) = maximo f(x;).

1<i<n+l
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4. Calcular el centroide:

1 n+l1

J=1

n-<
j=h

5. Caleular X, = (1+ )Xy —axy; £, = f(x,) .

6. Si f, < f;, entonces

Calcular X, = 6X,. —1—(1—6))(0; fo= f(xe)
Si f, < f,., entonces

tomar X, =X,; f, = f.;
en otro caso,

tomar X;, =X,.; f;, = f,.
Fin del si.
En otro caso
Si f,. < f,,entonces

tomar X;, =X,.; f;, = f,.
En otro caso

Si f,. < f}. entonces

calcular X, = X, —I—(l—ﬂ)xo; fo= f(xc).
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Si f, < f.. entonces

X; —l—xl

X; = ff()

En otro caso,
tomar X, =X.; f, = f..
Fin del si.
En otro caso,
calcular X, = 08X, + (1—B>X0; fo= f(xc)

Si f;, < f., entonces

X; +Xl

X; = ff()

En otro caso,

tomar X, =X,; f, = f..

Fin del si.
Fin del si.
Fin del si.
Fin del si.
_ n+l1
7. Caleular f = Zf
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8. Calcular 02 = b (f f)z :

9. Si 0 <&, entonces
%
tomar X; =X y terminar.
Fin del si.

10. Tomar k =k +1 y regresar a 3.

Ejemplo 3.2 Halle el minimo de f( )=3(x,—1)" +10(x, —2x;)" usando el al-
goritmo 3.1 e iniciando en x” =(0,3), con € = 0.01 .

Solucion:

Usando el algoritmo 3.1 el minimo fue x ' = (1.00,2.00), donde foZ) =10.00 .
Este método llegd rapido a la solucion; lo hizo en la primera iteracion, pero como
el simplex era todavia muy grande el criterio de convergencia no se pudo satisfa-
cer sino hasta la décima iteracion £ = 10. La figura 3.7 muestra la evolucion del
simplex de este ejemplo hasta el punto 7.
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;”J
%R /
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o /
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; .f/l 7 f
k g &
' Tl i
/
o g 7
¢ /
rf ; 1
s £ / i bl
U 05 79 15 7 2 25 3 35

Figura 3.7 Sucesion de 8 poliedros flexibles obtenidos en la
minimizacion.

3.3 Métodos con derivadas o gradientes

En contraste con la seccion anterior, que describe un método para resolver el
problema

Minimizar f(x)

con xcR" (3.17)

por una estrategia libre de derivadas, es decir, estrategia de busqueda directa,
en lo que sigue de este capitulo se estudiaran métodos que usan gradientes o
derivadas de segundo orden, mas conocidos como métodos indirectos de optimi-
zacién. Como una regla general, en la solucion de los problemas de programa-
cion no lineal sin restricciones los métodos de gradiente o derivadas de segundo
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orden convergen mas rapido que los métodos de busqueda directa. Sin embargo,
en la practica los métodos con derivadas tienen dos problemas principales para
su realizacién: primero, en los problemas con un nimero modestamente grande
de variables resulta muy laborioso o imposible dar las funciones analiticas para
las derivadas necesarias en un algoritmo de gradiente o de segundas derivadas;
aunque la evaluacién de las derivadas por esquemas de diferencias finitas puede
sustituir el calculo de las derivadas analiticas, no se evita la generacion del error
numeérico por el uso de estas aproximaciones. Segundo, en principio también es
posible usar la manipulacién simbdlica para desarrollar las derivadas analiticas,
pero esto requiere una cantidad relativamente grande de preparacioén del pro-
blema por parte del usuario antes de que pueda desarrollarlo en un algoritmo
comparado con las técnicas de busqueda directa. Dadas las observaciones an-
teriores, se considerara cémo resolver el problema dado por la ecuacion (3.17)
por algoritmos que hacen uso de primeras y segundas derivadas parciales de

/(x)

3.4 Técnicas de diferencias finitas

La disponibilidad de las derivadas de la funcién objetivo es de gran importancia en
los métodos que se van a considerar. Con frecuencia se torna laborioso calcular
analiticamente el gradiente o la matriz hessiana de una funcién compleja. En tales
casos, es posible aproximar el gradiente o la matriz hessiana de la funcion por es-
qgquemas de diferencias finitas. Estos procedimientos se describiran brevemente.

Se asume que la funcién es continua y diferenciable; entonces, de acuerdo con la
expansion en serie de Taylor de una funcién de varias variables, para una pertur-
bacion escalar suficientemente pequena 51'-

F(x+be,) = £ (x)q+ 8] VF (x) + 67l H(x)e, + -

1
:f(X)+5igi(x)+55i2hﬁ(x)+“' (3.18)
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donde €; es el vector unitario en la direccion de la i -ésima coordenada, g; (X)
es la i-ésima componente de Vf(x) y h, es el ii -ésimo elemento de H(x). De
este modo, al aproximar g; (x) porg; (x) se obtiene la aproximacion por diferen-
cias finitas hacia delante que es exacta solo para funciones lineales

5, (x) = f<X+6igi>_f<x>
; (3.19)

donde se ignoraron los términos de segundo orden y superiores en 61' de la serie
de Taylor. En forma analoga, de

1
f(x—6e;)= f(x)—6iel-TVf(x)+56i2eiTH(x)ei 4.
1
S (X - 5iei) = f(x)—8g;(x)+ Eézghii (x) 4 (3.20)
se obtiene el esquema de diferencias finitas hacia atras dado por

f(x)—f(x—éiei)

b; (3.21)

y de esta expresion y la anterior (3.19) se puede obtener el esquema de las dife-
rencias finitas centrales dado por

5. (x) = S(x+8e)— f(x— ;)

26 (3.22)
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En realidad, la aproximacién en diferencias centrales ignora soélo términos de ter-
cer orden y superiores en 51' de la serie de Taylor y es, por lo tanto, exacta para
funciones cuadraticas. Por supuesto, el incremento en la precision es a expensas
de realizar el doble de evaluaciones funcionales mas que la técnica de las dife-
rencias hacia delante o hacia atras.

El problema practico en la aplicacion de estas ideas es la eleccion del valor de
0 suficientemente pequefio de manera que los diferentes términos de error que-
den balanceados. Varias librerias de software comercial proveen la rutina para
calcular un valor adecuado de ¢ . Normalmente se usa un valor pequefio, como
6= \/g donde ¢ es la precision relativa de la computadora en cuestion. Cuando
las primeras derivadas estan disponibles en forma analitica, es posible estimar
la matriz hessiana completa. La expansion en serie de Taylor para el vector gra-
diente es

Vf(x+5e) Vf (x)+ 6;H (x)e; +--
Vi (x)+6h; (x) + - (3.23)

donde h; (X) es la i-ésima columna de H X) Por lo tanto, la aproximacion
en diferencias finitas hacia delante h, ;(x) de h;(x) la i-ésima columna de H(x
esta dada por

Vf (x+6e;) — Vf (x)

o; (3.24)

que es exacta para funciones cuadraticas. Las aproximaciones en diferencias
finitas hacia atras y centrales son

_ _ se
b, (x) = (%) V(Sf(x ) -
h, (x) = Vf (x+6¢;)— Vf (x—ée;)
| 20, (3.26)
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respectivamente. La aplicacion repetida de la ecuacion (3.26) para i =1,2,...,n ,
donde 7 es el numero de variables, permite construir una aproximacion ﬁ(x) dela
matriz hessiana H (x ) . En general, esta matriz no sera exactamente simétrica debido
alos errores introducidos en los calculos, y entonces sera mejor usar 1/2 (ﬁ + fIT) en
lugar de H(x) .
Ejemplo 3.3 Evaluacién numérica del gradiente.

. . . 2 T __
Evalle el gradiente de la funcion f(x) = X{ + X, enelpunto X, = (2,1) por
las aproximaciones en diferencias finitas y compare éstas con el gradiente anali-
tico. Use una perturbacion del 1% en las variables independientes.

Solucion:

El gradiente analitico de la funcién es

evaluado en X, da

Al 1% de cambio en las variables se tiene 6; =0.02 y 6, =0.01. Los gradien-
tes numéricos obtenidos aplicando las ecuaciones (3.19), (3.21) y (3.22) son

9 (50)= 1 g0 - ¥50)=[, o] » 750~ g

respectivamente, como puede verificar el lector.
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Observe que para la funcion dada los tres métodos dan una muy buena aproxi-
macion al gradiente analitico. EI método por diferencias centrales da lo mismo
que el gradiente analitico, lo cual comprueba que esta aproximacion es exacta
para funciones cuadraticas. Observe también que los tres métodos son iguales en
2, (XO ); esto se debe a que la funcion es lineal en X,, o sea que también se com-
prueba que la diferenciacién numérica siempre da gradientes exactos en funcio-
nes lineales.

Ejemplo 3.4 Evaluacién numérica de la matriz hessiana.

Evalte la matriz hessiana de la funcion f(X) = x13 + 2x§ —2x;—3x, enel
punto x4 =(2,1) por las aproximaciones en diferencias finitas y compare éstas
con la matriz hessiana analitica. Use una perturbacién del 1% en las variables
independientes.

Solucion:

El gradiente y la matriz hessiana analiticos de la funcion son

3x7 —2 6x; 0
V9= 3] V=g
L

evaluada la matriz en X, da
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Al 1% de cambio en las variables se tiene 6, =0.02 y 6, =0.01. Las matri-
ces hessianas numéricas de la funcién por las tres aproximaciones aplicando las
ecuaciones (3.24), (3.25) y (3.26) dan como resultado

1(xg) = 12.06 0.00 fi( )_11.96 0.00 A )_12.0 0.0
771 0.00 4.00 1000 4007 VY7100 40

respectivamente, como puede verificar el lector.

Observe que para la funcion dada, los tres métodos dan una muy buena aproxi-
macion a la matriz hessiana analitica. De nuevo el método por diferencias centra-
les da lo mismo que la hessiana analitica.

3.5 Direcciones conjugadas

En el método de Newton sera interesante observar que, en contraste con el mé-
todo de Cauchy (que se vera mas adelante), la direccion de busqueda no es
—Vf (x;)sino —H(x, ) ' V/(x;)si se toman en cuenta las segundas derivadas.
Los métodos de Fletcher-Reeves y Davidon-Fletcher-Powell (DFP) tra-
tan de obtener la mejor busqueda investigando en la direccidon dk y
—G(x; ) V/'(x; ) respectivamente en la k-ésima etapa, donde d;, es una com-
binacion lineal de gradientes en el método de Fletcher-Reeves y G(x;) es una
matriz simétrica positiva definida que finalmente se igualaa —H(x"| . De esta ma-
nera, ambos metodos evitan la evaluacion y la inversion de H(xk) en cada paso. La
direccion de busqueda en cada etapa es, asi, un factor crucial en la eficiencia de los
métodos de busqueda iterativos. En cualquier etapa se desea obtener la proxima bus-
queda en la mejor direccion.

Los métodos de direccion conjugada se pueden considerar como algo intermedio
entre el método de Cauchy y el de Newton. Estos métodos se disefian y analizan
sin excepcidn para el problema de una funcién cuadratica pura de n variables tal
como

1
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Ahora bien, la mejor direccion en un cierto sentido es en la direccion que es con-
Jjugada a las direcciones de busqueda previas. Primero se definira este concepto
y luego se explicara su utilidad.

Definicién 3.1 Dada una matriz simétrica H , se dice que dos vectores
Py q son ortogonales respecto a H o conjugados respecto a H si

p'Hq=0. (3.28)

El lector puede mostrar, a partir de esta definicion, que si H es positiva definida y
el conjunto de vectores distintos de cero Pgy,Py,---»P,_1 son n direcciones mu-
tuamente conjugadas en un espacio # dimensional, entonces estos vectores son
linealmente independientes. Pero si no, existiran constantes ¢&(y,y,...,&,, 1, no
todas nulas, tales que

aoPo + P+ + P, =0

En lugar de analizar el algoritmo de direccidn conjugada general, se investigara
por qué el concepto de conjugacion con respecto a H es util para la solucién del
problema cuadratico

f(x):a+be—|—%xTHx

* _
la cual tiene su punto éptimoen x = —H b .
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Es conveniente reescribir la ecuacion de f(x) como un desarrollo en serie de
Taylor alrededor de x hasta términos de segundo orden

f(x)~ f(x*)+ (x—x*)T Vf(x*)+%(x—x*)TH(x*)(x—x*)

Como Vf(x*) =0, entonces

f(x)zc—l—%(x—x*)H(x*)(x—x*)

(3.29)
%k

donde ¢ = f(X | es una constante.

Supdngase que se desea usar una técnica iterativa para hallar el minimo de la

ecuacion (3.29). Es claro que no puede decidirse a priori cuales son las direccio-

nes de busqueda por utilizar para resolver el problema, sino que mas bien debe

admitirse que el conocimiento ganado por busquedas anteriores ayudara a deter-

minar las direcciones subsecuentes. Entonces, iniciese en X, y busquese en la
direccion p para hallar el minimo

X] = XO + OéOpO (330)

donde ¢, es algun escalar. Obsérvese que en X;, Vf(xl ) es ortogonal respec-
toaPpg, es decir

VI f(x)po =0 (3.31)

debido a que

dqb(ao): df(xl):ana_fﬂ:z":(?_fpm:va(xl)pO:o

dOéO dCYO i— axll- dOéO i—1 8)611-
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en el minimo X,.

En general, en el k -ésimo paso se inicia desde un punto X; en la direccion p;
para hallar el minimo en

Xpy1 = X T Py (3.32)
donde
V! f (Xps1)Pr =0 (3.33)
y
Vf(xk):H(xk —x*) (3.34)

para f(x) en la ecuacion (3.29). Por uso repetido de la ecuacion (3.32) después
de n pasos, se obtiene

Xn = Xn—l + an—lpn—l

=X, 2 + CTE) \ ) + Oy 1Pu—1

y, por lo tanto,

n—1
X, =X; 0+ > ap (3.35)
i=j+1
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paratoda j en 0 < j <n—1.Asi, de la ecuacion (3.35)

(xn —x*):(xjH —x*)+ "Z—l o,p;

i=j+1

Multiplicando por H y tomando el producto escalar con p; se tiene

pJH(x —x) p]H( ]+1—x*)+ nz:lozlp]le

i=j+1
usando la ecuacion (3.34)
T
p]vf<xn>: ( ]+l) Z Oélp]le
i=j+1
o bien
n—1 .
= ) apjHp,

i=j+1

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

debido a la ecuacion (3.33). Si todos los vectores pg,Py,...,P,,_; son mutua-

mente conjugados, tales que

lep]—O para [ =

(3.40)
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entonces
T . .
p]vf<xn)_ 0’ para j —O,l,...,]’l —1 (341)

(También es cierta para j =n —1, segun la ecuacion (3.33)). Pero, ya que en
este caso losp,Py,---,P,_ son linealmente independientes y por lo tanto forman
una base, se sigue que

Vf(x,)=0 (3.42)
de donde, por la ecuacion (3.34)
H(xn _ X*) —0 (3.43)
y, por lo tanto,
%
X, =X (3.44)

Se sigue de esto que si la busqueda se lleva a cabo en direcciones mutuamente
conjugadas, se hallara el minimo de una funcidon cuadratica de 7 variables en
n pasos o iteraciones. Sustituyendo la ecuacion (3.44) en la ecuacion (3.35) con
j= (), resulta

n—l
X =) ap,+X (3.45)
i=0

multiplicando por H y tomando el producto escalar con p;. se tiene

_pi (Hx +b) (3.46)

o =
Pz'THPi

l
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%
Esto muestra que las ¢; y, en consecuencia, la solucién X se pueden hallar por
la evaluacion de productos escalares simples. El resultado final es

X =X, — sz HX°+b)p. (3.47)

Este resultado muestra que la expansion para X* se puede considerar como el re-
sultado de un proceso iterativo de 7 pasos en el que se afiade «;P; en el i-ésimo
paso. Visto de esta forma el procedimiento y admitiendo un punto inicial arbitrario,
se obtiene el método basico de la direccion conjugada. Los métodos de Fletcher-
Reeves, DFP y BFGS buscaran explotar esta idea.

Ejemplo 3.5

2
M|n|m|cef( ) 4(x1 — 5) + <x2 6) usando direcciones mutuamente con-
jugadas. Esta funcién tiene un minimo en x " =(5,6), donde 1 (x 2 0.0 . Inicie
en x, = (8,9)", donde f(X )= 45 0 y tome como direccione$ de busqueda
los vectores e, = (1 0) e, = (0 1) ¢ Son conjugados los vectores ey e,con
respecto a la matriz heSS|ana de f(x) ?

Solucioén:

La matriz hessiana de f(x) = 4)612 —40x; + x% —12x, +136 es

!

Luego,
elT He, =0
y por tanto €, y €, son vectores mutuamente conjugados y linealmente inde-

pendientes; por otro lado, b = (—40 —12 es el vector de coeficientes de
los términos lineales, usando la ecuacion (3.47), se tiene
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* ie?(onij) _ _elT(HXo+b)e _ & (Hx +b)

X =X)— e. =X e
T i 0 T 1 2
1 e; He,; e; He,

eg He,
por lo tanto,

« |8 24(1] 60} (5

X = B _— ey

9] 810/ 21 6

que es el minimo de f(x) . Observe que la funcion es cuadratica en dos va-
riables, por eso el método de direcciones conjugadas alcanzé el minimo en 2
iteraciones como se esperaba. Para una funcién no cuadratica se requiere mas
iteraciones.

3.6 Métodos de primer y segundo orden
Método de Cauchy o de descenso acelerado

En esta ocasion se considerara un método que usa el gradiente de la funcion, asi
como los valores de la funcién misma. El método de direcciones conjugadas que
se acaba de describir, consistio en la busqueda del minimo a partir de un punto
dado hacia una direccion paralela a uno de los ejes en la direccion del minimo,
luego se buscé en otra direccion paralela a otro de los ejes en la direccion del
minimo, y asi sucesivamente se procede si la funcion es de mas de dos variables,
parece razonable tratar de modificar este método de manera que en cada paso la
busqueda hacia el minimo se lleve a cabo a lo largo de la mejor direccion.

No esta claro cual es la mejor direccion, pero la direccion opuesta a la del gra-
diente tiene cierto atractivo intuitivo. La direccién del gradiente es la direccion
del ascenso acelerado. Asi, la direccion opuesta sera la direccion del descenso
acelerado. Esta propiedad puede probarse como sigue: supdngase que desde un
punto X nos movemos a un punto cercano X + ad, donde d es alguna direccion 'y
«v algunalongitud de paso. De este modo, nos movemos desde (xl,xz yeres Xy ) has-
ta (x; + 6x;,x, + 6x,,...,x, + Ox, ) , donde
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ox;=ad; , i=12,..,n (3.48)

el cambio en el valor de la funcién esta dado por

df = f(x+6x)— f(x)=) ——bx, (3.49)

hasta primer orden en las 5x donde las derivadas parciales estan evaluadas en
X . ¢4 Como deben elegirse Ias d sujetas a la ecuacion (3.48) de manera que
se obtenga el mayor valor p03|ble para df’? Otra forma de expresar la ecuacion
(3.49) es

df = VTf(x)-dx = HVTf(x)H”dx”cosQ (3.50)

donde 6 es el angulo entre Vf(x) y dX . Para una magnitud dada de dX, se
minimiza df(x) tomando

M = —HVT (x)H||dx||sen0 =0 siysolosi#=0°6180° (3.51)

do
ahora bien,
J2 (df) . o <0 para 0=0°
:_v d g implica que 3.52
o s maan S0 P O s

de manera que, eligiendo 6 =180°, dx esta en la direccion de —Vf(x) y
df(x)alcanza su minimo valor “local”. De este modo, el mayor incremento “local”
en la funcion para un paso “pequefio” « dado ocurre cuando d esta en la direc-

cion del —Vf'(x).
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Asi, la direccion del descenso acelerado esta en la direccion de

d=—Vf(x) (3.53)

Recuérdese que la direccion del gradiente es ortogonal al contorno de la funcion
en cualquier punto, porque sobre un contorno el valor de la funcién no cambia.
Asi, si des un paso pequefio a lo largo del contorno

f(x+6x):f(x)
es decir,

df(x) =0= VTf(X) -d siysélosi VTf(X) esortogonala d . (3.54)

El método de descenso acelerado busca explotar esta propiedad de la direc-
cion del gradiente. Por ello, si estamos en cualquier etapa en el punto X;, en el
proceso buscamos el minimo para la funciénf(x) a lo largo de la direccién de
—Vf(x) . EI método resulta ser un proceso iterativo, y en la etapa k tenemos
una aproximacion X; para el punto minimo. La siguiente aproximacion es

%
donde oz* es el valor que minimiza

¢(a)= f(x; —aVf(x;)) (3.56)

sk

Esta ¢ puede determinarse usando una de las busquedas univariadas anterio-
res (biseccion, Newton-Raphson, seccion aurea o interpolacion cuadratica entre
otros métodos univariables).
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Recuérdese que este método tiene un atractivo puramente intuitivo y es de in-
terés académico, pero en la practica es de convergencia muy lenta. El punto es
que la propiedad del descenso acelerado es solamente una propiedad “local”,
de manera que se necesitan cambios frecuentes de direccion, guiando con esto
a un procedimiento de calculo “lento”. Por ultimo, se puede decir que el método
de Cauchy es simple y robusto, es convergente lentamente y sin embargo, tiene
varias desventajas:

1) Aun cuando la convergencia del método esta garantizada, puede requerirse
un gran numero de iteraciones para la minimizacion de funciones cuadraticas
con matriz definida positiva, o sea que el método puede ser bastante lento en la
convergencia hacia el punto minimo.

2) No se usa la informacién calculada en iteraciones previas; cada iteracion es
independiente de las otras y esto hace al método ineficiente.

3) Se usa solo informacién de primer orden en cada iteracion para establecer
la direccion de busqueda, razén por la cual la convergencia del método es len-
ta. Otra razon del deterioro de la convergencia se da si se usa busqueda lineal
inexacta. Ademas, la rapidez de convergencia depende del numero de condicion
de la hessiana de la funcién objetivo en el punto 6ptimo; si el numero de condicién
es grande, la rapidez de convergencia del método resulta ser lenta.

4) La experiencia practica con el método ha mostrado que se obtiene una dismi-
nucién sustancial en la funcién objetivo al inicio de las primeras iteraciones, y en
las ultimas iteraciones la funcidn objetivo disminuye con gran lentitud.

5) La direccion de descenso acelerado resulta ser buena en un sentido local, pero
no en un sentido global.

Algoritmo 3.2 Método de Cauchy con busqueda lineal:

Dada una funcién f(x) continua y derivable, un punto inicial X, y €.
Para k =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1. dk :—Vf<xk)
2. Hallar o* que minimiza f (X, + ady ) .
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*
3. Calcular X; 1 =X; +a dy .

4. Si ||Xk+1 — Xk” <co HVf(xk+1>H < e, entonces

sk
Tomar X; | &~ X Yy parar.

Fin del si.
5. Tomar k =k +1 y regresar al paso 1.

Ejemplo 3.6 Halle el minimo de f X)=3(x — 1) +10(x, — 2 )2 , por el mé-
todo de Cauchy iniciando en x! = (0 3) cone =0.01.

SoIUCIon Usando el algoritmo 3 2 el minimo hallado con la precision dada es,

(1 0002,2. 0005) donde f& = 0.0 . Obsérvese que la convergencia del
metodo fue rapida (figura 3.8) debido al uso de la busqueda lineal inexacta, el
numero total de iteraciones principales fue de k =3 . La figura 3.8 muestra en
forma gréfica la busqueda hacia el 6ptimo.

Figura 3.8 Evolucion del método del descenso acelerado en 3 iteraciones.
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Método de Newton

Desde otro punto de vista, el método de Cauchy puede interpretarse como una
aproximacion lineal de la funcio’nf(x). Por tanto, los métodos de segundas deri-
vadas entre los cuales el mas conocido es el método de Newton, se originan por
una aproximacion cuadratica def(x) dada por

F(x)R £ (x)+ (3= x)T 9 (xe)+2 (= x) Hx ) (x—x,) @57

Este método explota la informacion obtenida de las segundas derivadas de
f (X) con respecto a las variables independientes. La direccion de busqueda d para
el metodo de Newton se elige como sigue: se reemplaza X por X; | y se define

dk EXkH—Xk, (3.58)
por lo que

f<xk+1>:f<xk>+d1€vf<xk)+%d1€H<xk>dk (3.59)

Ahora, diferenciandof(x) con respecto de d;. e igualando a cero se obtiene el
minimo de f(x); luego se defineV'zaT y se deriva la ecuacién (3.59) con res-
pecto a d;, y entonces k

V' () = V1 () + V{0V (x0) +5 a7 (3, ),
luego
0="V/(x;)+H(x;)d,
debidoaque V' f (X, )=V'f(x;)=0 , nodependen de d; ; porlo tanto,
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d, :—H(xk)AVf(xk) (3.60)

Obsérvese que ambas, la direccion y la longitud de paso, estan determinadas. Si
f(x) es una funcion cuadratica, solo se requiere de un paso para alcanzar el mi-
nimo def(x), y la longitud de paso si se usa una busqueda lineal sera igual a la
unidad. Pero para una funcion objetivo no lineal general, el minimo def(x) no se
alcanzara en un paso. El criterio para garantizar la convergencia en el método
de Newton, suponiendo que la funciéon es doblemente diferenciable, es que la
inversa de la matriz hessiana de la funcién objetivo sea positiva definida para el
caso de un minimo y negativa definida en el de un maximo. El problema con este
método es que en cada paso debe evaluarse e invertirse la matriz hessiana, lo
cual puede ser muy complicado y laborioso, o bien que la inversa tenga proble-
mas de estabilidad. Pero si el método converge, la rapidez de convergencia que
lo caracteriza es de segundo orden.

Las desventajas del método de Newton para aplicaciones generales son las si-
guientes:

1) Se requiere la evaluacion de derivadas de segundo orden en cada iteracion,
lo que por lo general consume mucho tiempo, y en algunas aplicaciones es po-
sible que no puedan calcularse estas derivadas. Ademas de la evaluacién de las
segundas derivadas, también debe resolverse un sistema de ecuaciones lineales
simultaneas; por lo tanto, cada iteracién del método requiere sustancialmente
mas calculos comparado con el método de Cauchy.

2) La matriz hessiana de la funcién objetivo puede resultar singular en algunas
iteraciones y esto implica inestabilidad en el método, ya que no puede usarse
para determinar la direccion de busqueda. Asimismo, a menos que la hessiana
sea positiva definida, la direccion de Newton no puede garantizar que sea de des-
censo para la funcion objetivo.

3) Como en el método de Cauchy, el método de Newton no usa la informacion

generada del gradiente y la matriz hessiana en las iteraciones anteriores, asi que
cada iteracién es independiente de las anteriores.
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4) El método de Newton no es convergente a menos que la hessiana permanezca
definida positiva y se use un esquema de busqueda lineal para la determinacién
de la longitud de paso; sin embargo, el método tiene una rapidez de convergencia
cuadratica y entonces, para una funcion cuadratica estrictamente convexa, el mé-
todo convergera en solo una iteracion sin importar el punto inicial elegido.

Algoritmo 3.3 Método de Newton Modificado con busqueda lineal:

Dada una funcién f(x) continua y derivable, un punto inicial Xy y €.
Para k =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1. d, =—H(x;) ' Vf(x,) O bien resolver H(x,)d, =—V/(x;) y obtener d,.
2. Hallar o que minimiza f(xk + adk).

3. Calcular X; | = X; + a*dk.

4. Si ||Xk+1 - Xk” <eo HVf(ka)H <€, entonces

*
Tomar X; | /=X y parar.
Fin del si.

5. Tomar k =k +1 y regresar al paso 1.

Ejemplo 3.7 Halle el minimo de /(x)=3(x; —1)° +10(x, —2x,)’, por el método
de Newton iniciando en x” =(0,3), con ¢ =0.01 .

Solucion:

f[x ]| =0.0Obsérvese que la convergencia del método fue en la primera itera-
cion, y el nimero total de iteraciones principales fue de k =1. La figura 3.9 muestra
en forma grafica la busqueda hacia el 6ptimo.

Uscn*jo el algoritmo 3.3 el minimo hallado es x T :(1.00,2.00) donde
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Figura 3.9 Evolucion del método de Newton en 1 iteracion.

Método de Fletcher y Reeves o de gradientes conjugados

El método de Fletcher y Reeves de gradientes conjugados trata de explotar el
hecho de que para una funcién cuadratica de # variables, se requieren de 7 bus-
quedas linegles a lo largo de direcciones mutuamente conjugadas para localizar
el minimo x de la funcion; es decir, con esto se evitara el uso directo de la eva-
luacion de la matriz hessiana H(x,, ). Para esto, en lugar de utilizar una formula
analitica para o, como en el metodo de direccion conjugada, se hallara ﬁk con
una busqueda lineal que minimice la funcién objetivo, y después la férmula obte-
nida para ¢y, sera independiente de la matriz hessiana, la cual se sustituye por
productos entre gradientes.

Considérese el problema general de minimizar la funcion f(x) Se explorara
iniciar una busqueda a lo largo de direcciones que sean mutuamente conjugadas
con respecto a H(x). La primera direccion de busqueda desde el primer punto
X se hara en la direccion del descenso acelerado que parece razonable
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donde Vf, = Vf(x()).Ahora bien, para hallar el valor de (3, que minimice

¢(50) = f(Xo +ﬁod0>

se usa cualquier técnica de busqueda unidimensional (Newton-Raphson, seccién
aurea, etc.). Luego de obtener 50 por alguna de éstas técnicas, se calcula

X] = XO + Bodo (363)

y se busca en una direccion dl conjugada a do, lo cual se hace eligiendo dl
como una combinacion lineal de dyy — V| de la siguiente manera:

d, =—-Vf +oyd
Se busca de nuevo (3 que minimice ¢(3,)= f(x, + 8,d,) y se calcula
X, =X, + 5,4, (3.64)
y la direccion de busqueda d, desde X, se elige conjugadaa d, y d;, etcétera.

En la (k—l—l)-ésima etapa se elige dk+1 como una combinacién lineal de
—ka+1, dy,d;,...,d;, esto es, conjugada a todas las direcciones d, d; ..., d;.
Si

k
di 1 =—Vfin +Zajdj . k=0,1,...
j=0
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Este proceso deja ver que todas las Qc; son nulas excepto para oy, y que

dj ) == Vi T ogdy (3.65)

o, = Vlint _ V. SV (3.66)
Vi o VIRV

Las direcciones de busqueda sucesivas en el método de Fletcher-Reeves son
conjugadas y el método hallara el minimo de una funcion cuadratica de n varia-
bles después de n busquedas. Esto supone que la busqueda lineal se realiza
exactamente e ignora cualquier error de redondeo que se pueda producir. Por su-
puesto, el método se puede aplicar a funciones no cuadraticas, y se espera que
alcance la propiedad de convergencia cuadratica cuando la aproximacién cua-
dratica resulte valida. Fletcher y Reeves (1964) sugieren que en esta situacion
toda n-ésima direccion de busqueda debera ser a lo largo de la direccion de
descenso acelerado y que debera reiniciarse la construccion de las direcciones
conjugadas. El siguiente algoritmo incluye esta idea. En general, se puede decir
que el método es eficiente y robusto. Para funciones no cuadraticas, se obtiene
mejor eficiencia usando la formula de Polak y Ribiere (1969) para «; dada por
la ecuacion:

T
(ka—l—l _vfk> ka—l—l (3.67)

Oék:
A A
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Algoritmo 3.4 Método de Fletcher Reeves o gradientes conjugados:

Dada una funcion f(x) un punto inicial X, y la tolerancia €.

Para j = 0,1,... hasta donde se satisfaga, hacer:
Para k =0,1,...,n — 1 hacer;

1.

2.

m=nj+k.

Si k =0, entonces
o, =0

En otro caso,

_ V'
VTfm—lvfm—l

Fin del si.

m

. dm = _vfm + amdm—l .
. Hallar ﬁ; que minimiza f(xm + ﬁmdm)
- X1 = Xy +ﬁmdm'

. Si ||Xk+1 — Xk” <eo ||me+1|| <€, entonces

*
X,,4+1 =X Yy terminar.

Fin del si.

.Si k=n—1, entonces

j=j+1 k=0 yregresara1.

En otro caso,

k=k+1 yregresara1.
Fin del si.
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Ejemplo 3.8 Halle el minimo de f( ):T (

1) +10(x2 2x1) , por el méto-
do de Fletcher y Reeves iniciando en x :

)E 3), cone =0

Solucion:

El minimo hallado con la precisién dada es x'” :(1.00,2.00), dondef&x* =0.0.
Observe que la convergencia del método fue rapida debido al uso de la busqueda
lineal exacta, el nimero total de iteraciones menores fue de k = 2, como se es-
peraba pues la funcion es cuadratica. La figura 3.10 muestra en forma gréfica la
busqueda hacia el éptimo.

Figura 3.10 Evolucion del método de gradientes
conjugados en 2 iteraciones.
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Método de Davidon, Fletcher y Powell (DFP) o de métrica variable

El método DFP esta basado en la ecuacion de Newton
-1
X =% —H(x;) Vf(x)

con la diferencia de que el método DFP busca evadir el célculo de la inversa de la
matriz hessiana H(x, ) en cada paso, tomando la direccion de busqueda en cada
etapa k como —G,Vf(x; ), donde G,es una matriz simétrica positiva definida, la
cual se construye en cada etapa como sera explicado mas adelante.

Se inicia con un punto X, y una matriz simétrica positiva definida GO, por lo
general la matriz unidad. Por conveniencia se escribira V£, = Vf(xl-> , el proce-
dimiento iterativo que describiremos brevemente sera formalizado en el siguiente
algoritmo mas adelante.

1. Enla etapa k se tiene un punto X, y una matriz simétrica positiva definida G k-

2. Se toma la direccion de busqueda como

dk - —Gkak (368)
3. Se realiza una busqueda lineal sobre la linea X; .| = X; + oy d; para hallar
el valor de «;, que minimice (b(ak) = f(xk +aoudy ).

4. Se determina

Vi = O‘kdk (3.69)

5. Se calcula

Xk+1 = Xk + Vk (370)
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6. Se determina f; .| = f(xk+1>’ Vfi41. Y se termina el procedimiento si
||ka+1|| o |L¥k” son suficientemente pequefios; en caso contrario, se procede con
elp

aso 7. Recuérdese que

vTfk+1Vk =0

7. Se determina

W = Vi — Vi

8. Se construye

Gk—|—1:Gk+Ak+Bk

donde
A, = Vlez
k— 1
Vk Vk
y
T
_ G Gy
u; Gruy

9.Setoma k =k +1 y se regresa al paso 2.

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

Se justificara el procedimiento siguiendo los argumentos de Fletcher y Powell. El

proceso es estable si V. va cuesta abajo para un minimo y &, es positiva.
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Ya que ka es la direccion del ascenso acelerado, V. ira cuesta abajo siy solo
si

Vi Ve ==V Vi = VS GV >0 (3.76)

esto sera asi si Gk es simétrica positiva definida. La construccién en las ecua-
ciones (3.73), (3.74) y (3.75) mantiene esta simetria. Si el método DFP se aplica
a la funcion cuadrética f (x)=a +x"b +Lx"rx con Hsimétrica positiva definida,
entonces G, = H! y el proceso terminara después de n etapas. Se deja al lec-
tor mostrar que v, vy,...,v; son eigenvectores linealmente independientes de
G ., {H con eigenvalor 1. De esta manera, G, H debe ser la matriz unitaria. De
la ecuacioén (3.72) observe que

up = Vi — Vfi = Hx +b—Hx, —b=H(x; —x; )
usando la ecuacion (3.70) resulta
u, = HVk (3.77)

También Gk—l—lHVk = Gk+1uk = Gkuk +Akuk +Bkuk , Iuego

T T
ViVilg Guu; Gruy

T T
Vil u; Guy

Gk+1HVk:Gkuk+ :Gkuk—l—vk—Gkuk

observando que Vzuk y u,{Gkuk son escalares que pueden cancelarse. Asi

Gk+1HVk = Vk (378)
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Se deja al lector mostrar que para i = 2,3,...,n

viHv; =0, 0<k<j<i (3.79)
que
GHv,=v,,6 0<k<i (3.80)
y que
ViV, =0,0<k<i (3.81)

Esto se hace por induccién sobre i . La ecuacion (3.79) muestraque V), Vy,...,V,_;
son linealmente independientes y que son mutuamente conjugados con respecto a
H . Si i = n entonces, de la ecuacion (3.80),

GnHVk = Vk

que muestra que V,Vy,...,V, | son eigenvectores de G, H con eigenvalor 1
y ademas que Gnl'f debe ser una matriz unitaria, es decir, G, H = I, por tanto

G,=H"'

Que el minimo se encuentra en 7 iteraciones se sigue de la ecuacion (3.81) ya
que V;;an =0, como vg =0 ,Vf, =0, portanto

X =x =—H 'b=-G.b (3.82)

n n
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La construccion de la matriz G se sigue de la ecuacion (3.73):

Gn — Gn—l + An—l + Bn—l
= Gn—2 + An—2 + Bn—2 + An—l + Bn—l

n—I
=Gy + Y (A +By)
k=0
n—1
Se deja al lector mostrar que H_1 = ZAk . Como la ecuacién (3.78) debe
ser valida: k=0

Gk+1HVk:Vk = Vk:GkHVk +AkHVk +BkHVk
usando la ecuacion (3.77)

T
ViViele _

V%“k

AkHVk :Akuk = Vk

entonces
Bu, =v; —v; —Gu =—Gu,

y, por lo tanto,

Bkuk = —Gkuk (383)
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luego, una forma simple (aunque no necesariamente la Unica) para Bk es

T _ T T . T
BkukaZk——GkukaZk = Bkzkukzk——GkukaZk

y entonces

Gz,

“glk

Bk:

donde Z es un vector arbitrario. Ya que Bk debe ser simétrica, una buena elec-
cion para Z es

7= Gkuk
por lo que

Gk“k“in

(3.84)
“/ka“k

Bk —
Lo cual termina la teoria del método DFP.
Este método usa las ideas del método de Newton y de las direcciones conjuga-
das. Cuando se aplica a una funcién cuadratica de n variables, éste converge en

niteraciones. En general, el procedimiento es robusto y eficiente para funciones
cuadraticas o no.

156



Métodos multivariables

Algoritmo 3.5 Método de Davidon Fletcher Powell (DFP):

Dada una funcion f(x) un punto inicial X, una matriz simétrica posi-
tiva definida G y la tolerancia ¢ .

Para k =0,1,... hasta donde se satisfaga, hacer:
1. dj = -G, Vf;.

2. Halla ozz que minimiza f(xk +akdk) :

3. v, = oz;:dk :

4. Xpi =X, + Vg

5. W =Vfiy— Vi

T
V.V
Vil
G,u,ulG
7 B, = — kMg
u; Gu,

8. G =G, +A,+B; .
9. Si ||Xk+1 — Xk” <€o ||ka+1|| < &, entonces
Xpt4] = X y terminar.

Fin del si.
10. Tomar k =k +1 y regresara 1.
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( 1)2 + 10<x2 — 2x1)2 , por el

Ejemplo 3.9 Halle el mlnlng de (5(
3 ne=0.01.

método DFP iniciando en X ( R

Solucion:

El minimo hallado con la precision dada es x T = (1.00,2.00), donde

t(> 2 0.0 . En este caso también la convergencia del método fue rapida
debido al uso de la busqueda lineal exacta, el numero total de iteraciones
principales fue de k = 2, como se esperaba pues la funcion es cuadratica. La
figura 3.11 muestra en forma grafica la busqueda hacia el éptimo.

Figura 3.11 Evolucidon del método DFP en 2 iteraciones.

Método de Broyden—Fletcher—Goldfarb-Shanno (BFGS)
Las férmulas de recurrencia para la inversa de la hessiana consideradas en la

seccion anterior se basan en la satisfaccion de la ecuacién (3.80)

Gu,=v,, 0<k<i (3.85)
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deducida de la ecuacion (3.77)
u, =Hv, , 0<k<i (3.86)

que se cumpliria s6lo en el caso cuadratico puro. También se pueden actuali-
zar aproximaciones a la propia hessiana H, en lugar de su inversa. De manera
analoga, se buscaria satisfacer

Vk:G}{uk, O§k<l (387)

La ecuacion tiene exactamente la misma forma que la ecuacipn (3.85), ex-
cepto que U, y V; se intercambiany Gl- se sustituye por Gl-. Esta ultima
actualizacion se conoce como método de Broyden—Fletcher—Goldfarb-Shanno
(BFGS).

Entonces la formula complementaria correspondiente al método DFP es

T T
G, =G, + we  GiviviGr sres). (3.88)
wvy  viGyv,

Los experimentos numéricos han indicado que este método es superior al
DFP, razén por la cual en la actualidad se le prefiere.
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Dada una funcién f(x)
tiva definida G, y la tolerancia ¢ .

2.

Para k =0,1,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1.

Resolver G,d; = —Vf, para obtener d.
Hallar az que minimiza f(xk + O‘kdk> :
V= &de :

Xjp1 =X + V.

W =V — Vi -

“k“/f
Ak :T— .

W, vy

T
B _ G vivi Gy
k T :
Vi Gy

Gk+l :Gk +Ak +Bk

Si ||Xk+1 — Xk” <eo ||ka+1|| < &, entonces
Xp4] = X y terminar.

Fin del si.

10. Tomar k =k +1 yregresara 1.

Algoritmo 3.6 Método de Broyden Fletcher Goldfarb Shanno (BFGS):

un punto inicial X, una matriz simétrica posi-

Ejemplo 3.10 Halle el minimo de f( ): 3(x1 — 1)2 + 10(x2
por el método BFGS iniciando en x” =(0,3),
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Solucion:

El minimo hallado con la precisiéon dada es x T = (1.00,2.00), donde
I x| = 0.0. Este método también tuvo una convergencia rapida debido al uso
de’la busqueda lineal exacta, el numero total de iteraciones principales fue de
k = 2, igual a los dos métodos anteriores como era de esperarse. La figura 3.12
muestra en forma grafica la busqueda hacia el éptimo.

Figura 3.12 Evolucion del método BFGS en 2 iteraciones.
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Problemas

Para cada uno de los siguientes problemas encuentre la solucion numéricamente
con cualquiera de los métodos analizados y comparela con el valor de la solucién
exacta (analitica si existe).

3.1 Optimizar la ecuacion siguiente, la cual se obtiene de un modelo de elemento
finito para una viga volada sujeta a cargas y momentos (figura 1).

Figura 1
x,y)=5x>=5xp+2.5y" —x—-1.5y
Y Y y

donde x = desplazamiento final, y y = momento final. Calcule los valores de x
y ¥ que minimizan f(x,y) -

3.2 Unrecipiente cilindrico abierto se utilizara para almacenar 10 m* de liquido. La
funcién objetivo para la suma de los costos de capital y operacion del recipiente es

f(h,r)z 12 2xrh+107zr

nr

¢ Puede usarse el método de Newton para minimizar esta funcion? La solucion es
[r*, h*]" =[0.22, 2.16]".

3.3 El costo de operacién anual f para un sistema de linea eléctrica esta dado
por la expresién siguiente

(21 9x

9%10’
f(V,C):TC)+(3.9><106)C+(1.0><103)V
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donde V' = voltaje en kilovolts (kV) y C = la conductancia en Siemens (S). En-
cuentre los puntos estacionarios para la funcion, y determine 'y C para minimizar
los costos de operacion.

3.4 Una inyeccion de x, miligramos de cierto medicamento 4 y x, miligramos del
medicamento B produce una respuesta de f unidades, y

f(xl,xz)zxfxg (c—x1 —xz)

donde ¢ >0 es una constante. ;Qué dosis de cada medicamento ocasionaran la
respuesta maxima?

3.5 Se construye una caja rectangular cerrada con un volumen de 16 m*® em-
pleando tres tipos de materiales. El costo del material para el fondo y la tapa es
de $0.18 por m?, el costo del material para el frente y la parte trasera es de $0.16
por m?, y el costo del material para los otros dos lados es de $0.12 por m?. Calcule
las dimensiones de la caja de modo que el costo de los materiales sea un minimo.

3.6 Suponga que 7' grados es la temperatura en cualquier punto (x,,x,,x;) de la
esfera

2 2 2
X +x,+x; =4

T (x)=100x,x;x,

Obtenga los puntos de la esfera donde la temperatura es la maxima y también los
puntos donde es minima. Ademas, calcule la temperatura en estos puntos.

3.7 Suponga que ¢ horas después de la inyeccién de x miligramos de adrenalina
la respuesta es de f unidades, y

f(t.x)=te" (c—x)x

donde ¢ > 0es una constante.;Qué valores de ¢ y x produciran la respuesta
maxima?

3.8 El potencial de una particula en el plano xy se da por

V(x,y):Zx2 ~5xp+3y" +6x—7y

Muestre que existe un punto y sélo uno en el cual la particula permanece en equi-
librio. Encuentre las coordenadas de ese punto.

163






CAPITULO 4

Minimos cuadrados
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4.1 Introduccion

Los datos que se obtienen mediante mediciones fluctuan, esto se debe a errores
aleatorios del sistema de medicion aplicado al comportamiento intrinsecamente
estocastico del sistema en observacion. Cualquiera que sea la razén, es frecuen-
te que surja la necesidad de ajustar una funcion a los datos de la medicién. Por
ejemplo, un investigador podria intentar desarrollar una formula empirica para el
sistema en observacion, o bien un economista desearia ajustar una curva a una
tendencia econdmica actual para poder predecir el futuro. Esto se hace para de-
terminar el comportamiento general de los datos, por ejemplo para ver si un creci-
miento es exponencial o para evaluar la funcién en puntos diferentes de los datos.

La curva de ajuste puede ser una linea, un polinomio de grado# o una funcion
logaritmica, exponencial, cosenoidal, o de algun otro tipo. La curva adecuada se
escoge dependiendo de la distribucion de los datos experimentales, de manera
tal que se minimice la suma de los cuadrados de los errores (método conocido
como minimos cuadrados).

4.2 Formulacién del problema de regresion lineal o multiple
Considérese que los datos experimentales consisten de 7 observaciones en una

variable de respuesta o dependiente y y en k variables explicativas o indepen-
dientes X ..
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Las observaciones suelen registrarse como sigue:

X4

11

le

x} 1

Datos y
1 Y,
2 Y,
3 YV,
n y}l

nl

k-1 k
Xikea Xix
Xoke1 Yot
Xses Xk
X X

nk-1 nk

Como hay n observaciones, el modelo de regresion se puede resumir escribien-

do una serie de n ecuaciones, como:

Y, = B1x11+ Bzx12+ Bsxm+
Y - B1x21+ Bzx22+ B3x23+
Vs = 81$31+ B2x32+ [3:«13:33+ N

T kalk T 81
—I_ ka% —I_ 82

yn - lenl—l_ BanQ—I_ Ban?s—i_ o

+tBr +e (4.1)

donde x;; =1 para todo i, es decir, xlT :(xll,le,...,xnl):<1,1,...,1> :

La formulacion matricial correspondiente del modelo es

y=Xp+ &

(4.2)

donde y es el vector de observaciones de orden 7 x1, X es la matriz de varia-
bles independientes de orden nxk, B es el vector de parametros por estimar de
orden n x1,y € es el vector de errores de orden nx1.
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En nuestra representacion de la matriz X, cada componente xjj tiene dos
subindices: el primero denota el renglon apropiado de la observacién y el
segundo la columna apropiada de la variable independiente. Cada columna de X
representa un vector xj de n observaciones en una variable dada (G=1,2,3,...,k),
con todas las observaciones asociadas con la intercepcion igual a x,’=(1,1,...,1) .

A continuacién vamos a establecer las suposiciones fundamentales acerca del
modelo de regresion lineal general como sigue:

1) La descripcién del modelo esta dada por la ecuacion (4.1).
2) Los elementos de X son variables fijas (no aleatorias) y tienen varianza finita.
3) X tiene rango k <n .
4) y y € son variables aleatorias, € esta normalmente distribuida con
i) E(£)=0

i) ’ar(s) = E(ssyy) =01

donde I es la matriz identidad de orden nxn

La primera suposicion significa que el modelo explica todas las observaciones
hasta cierta precision. La segunda suposicién implica que las variables indepen-
dientes estan libres de errores. La tercera suposicion de que X tiene rango £ ga-
rantiza que no esta presente la colinealidad perfecta, lo que implica que una de
las columnas de X deberia ser una combinacion lineal de las restantes columnas
y el rango de X debe ser menor que £ .
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Las suposiciones acerca del error son muy sdlidas, ya que garantizan las pro-
piedades aritméticas y estadisticas del proceso de estimacion ordinario de los
minimos cuadrados. Ademas de la normalidad, se supone que cada término de
error tiene media cero,

Ele)=£|2|=|""|=||=0

Ep E(e,)| (0

. . . 2 .
La matriz de varianza-covarianza 0“1 se expresa como sigue;

Var(e;)  Cov(g,ey) - Cov(gl,gn)
E(ssT):Var(s): Cov(:a‘z,el) Var.(gz) Cov(i:z,en)
Cov(e,.e1) Cov(e,.e) -+ Var(e,)
es decir,
o> 0 0 10 0
2
E(SST):VCW(S): 0 O_ O :02(:) l . (:):021
0 0 o 00 -1
E(s ST) =Var(e)= 0"l (4.3)
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. 2 .
todas las varianzas son constantes, Var(si) = ¢~ , ytodas las covarianzas son
nulas, Cov gi,sj) = Cov(g 51') =0, es decir, no hay correlacion entre residua-

. J?
les diferentes.

4.3 Estimacion por minimos cuadrados lineales

El objetivo es hallar un vector de parametros ﬁ gue minimice la Suma de Cuadra-
dos de los Errores (SCE) =S(B) ;

es decir, la funcién objetivo por minimizar es

n
A\ _aTa_ 2
S(B)—S, S—Z;sl- (4.4)
1=
donde
E=y-¥ (4.5)
y
y=Xp (4.6)

€ es el vector de residuales de nx1, mientras Yy es el vector de valores ajusta-
dos o estimados de y de nx1. Sustituyendo las ecuaciones (4.5) y (4.6) en (4.4),
se obtiene

AT T . . . R
8Te=(y—Xp) (y—Xp)=y"y-28"X"y +B"X"Xp
debido a que

X"y =y i
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por lo tanto,
ele=yly—2p"X"y + BTX"X}p (4.7)

Para determinar los estimadores por minimos cuadrados, se deriva S(B) con
respecto a B y se iguala a cero como sigue:
VAS<B

; ):—ZXTy—|—2XTXB =0 (4.8)

por lo que,

p= (XTX)_1 X"y (4.9)

La matriz simétrica XTX se llama matriz de sumas de cuadrados y productos
cruzados de las variables independientes x, y esta garantizado que va a tener in-
versa debido a la suposicidén de que X tiene rango k; el vector XTy se llama vector
de sumas de productos cruzados de las x con las y. Trasponiendo la ecuacion
(4.8), se tiene

VgS(ﬁ):—2yTX+2[A3TXTX
derivando de nuevo, se tiene
Tolp)) — A T
v, (VBS(B)): H(p)=2x"X
y, por lo tanto,

=2X7X (4.10)

=

H(
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es la matriz hessiana de S(ﬁ) , de manera que

~

1) Si H es positiva definida, X"X también lo es y B minimiza a S(B).
2) Si H es negativa definida XX también Io es y B maximiza a S(B) :

En este caso, H resulta ser positiva definida y, por lo tanto, B minimiza a S(B)
Estimacién de ¢?

Para calcular la matriz de varianza-covarianza de los parametros estimados, se
necesita determinar una estimacioén para el escalar ¢2. Una eleccién natural es

(4.11)

donde S2 es un estimador insesgado de .

Estimacion de R?

La variacion total en 'y puede partirse en dos porciones: una representa la varia-
cion explicada y la segunda, la no explicada. Primero, se asumira que la variable
y tiene media nula (y = 0 ). En notacién matricial, la derivacion se sigue del he-
cho de que el vector 'y puede escribirse como la suma de sus valores predichos

>

=X

<>

y el vector residual € :

y=Xp+¢& (4.12)
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luego,
yTy:(Xfi+s) (XB+ ) BIXIXp+8's (4.13)

yaque 8/ X =X'2=0.Si tiene media no nula (¥ = 0), entonces la ecuacién
anterior se puede modificar por la siguiente expresion:

viy—np? =pIX'Xp—ny* + 88 (4.14)

o bien

SCT =SCR+ SCE (4.15)

donde SCT = suma de cuadrados total y y — ny , SCR =suma de cuadra-
dos explicada por la regresion = B x! XB ny y SCE =suma de cuadrados (no
explicada) de los errores = &!'&. El coeficiente de correlacion R* se define como

R2_ SCR i SCE (4.16)
SCT SCT

. D2 . .. L .
En este sentido, R“ mide la proporcién de la variacién en 'y que es explicada por
la ecuacién de regresion lineal general; por lo tanto,

EzzﬁTXTXB_”yz :1_i (4.17)

T —2 T —2
yy—ny yy—ny
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Este coeficiente de correlacidon es sesgado; por tanto, la correccion para que sea
insesgado debe tomar en cuenta el numero de grados de libertad de la ecuacion
de regresion, y entonces

&l's .
2 n—rk o n—1 ge
R =1-— —=1- — 7 — (4.18)
yy—ny n yy—ny
n—I1

Ejemplo 4.1 Ajuste el modelo y = 3 + 3,x a los datos dados en la tabla 4.1

noy X
1 0 0
2 2 1
3 4 2
4 6 3
5 8 4
6 10 5
Tabla 4.1

Solucion:

Se identifican los vectores y las matrices necesarias:

0 10
2 11
4 12 111111
y:6’X:13’XT:[012345]
: 14
10 15

175



Aplicaciones de Programacion no Lineal

aplicando la ecuacion (4.9), resulta

ﬁ—(XTX>_1XTy—[2]

y el modelo que describe al conjunto de datos esta dado por
y=2x

como era de esperar con solo observar la tabla de datos. La matriz hessiana esta
dada por la ecuacion (4.10):

" 12 30
n(i)-2x'x-[ 0 )

cuyos determinantes de los menores principales son

Como ambos son positivos, la matriz hessiana es positiva definiday f§ minimiza
la suma de cuadrados de los residuales. Con la informacion obtenida hasta ahora,
se pueden obtener los vectores Y de valores ajustados y € de residuales dados
por las ecuaciones (4.6) y (4.5) respectivamente:

—XB=(0 2 4 6 8 10) &=y—3=(0 0 0 0 0 0)
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de manera que la funcion suma de cuadrados de los errores, ecuacion (4.4), da

La varianza S2dada por la ecuacion (4.11) es

» &0
n—k 6-2

A)

. . . 2 2
y el resto de estimadores en los que interviene s~ (0 0~ ) se anulan, porlo que ya
no se continuaran los calculos. Finalmente, el valor del coeficiente de correlacion,
ecuacion (4.18), da

n—1 &'s 50
— =1-=——=1
n—kyTy—n)_/z 470

R*=1

indicando con este valor una correlacion perfecta entre los datos y el modelo ajus-
tado, como era de esperar para un caso ideal.

Ejemplo 4.2 Se tomaron diez datos de un experimento en el que la variable inde-
pendiente representa el porcentaje molar de un reactante y la variable dependien-
te a la produccion porcentual, dados en la tabla 4.2.

n y X
1 73 20
2 78 20
3 85 30
4 90 40
5 91 40
6 87 50
7 86 50
8 91 50
9 75 60
10 65 70

Tabla 4.2
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Ajuste un modelo cuadratico con estos datos y determine el valor de x que maxi-
miza la produccién.

Solucion:

El modelo puede representarse como cuadratico de una sola variable o como de
regresion lineal multiple de dos variables, es decir;

y =0+ Byx + B35
0 bien

=0+ Byx; + B3x3

donde Xy =X y X3 = x2 . Aplicando la ecuacion (4.9) resulta

1 35.6574
B = (XTX) X'y =| 2.6314
~0.0319

y el modelo cuadratico queda como

y =B + Box + B3x* =35.6574 4 2.6314x — 0.0319x°

Para obtener la maxima produccion, se deriva esta ecuacion y se iguala a cero
para determinar el valor de X que optimizaa y,

P L B YV

28, 2(—0.0319)
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la produccion predicha en el 6ptimo sera

=89.9228

Ymax

y el resultado esta de acuerdo con el valor estimado de una grafica de los datos
mostrada en la figura 4.1.

20 30 40 &0 B0 70

X

Figura 4.1 Puntos experimentales y curva ajustada.

El objetivo se alcanz6 pero se pueden obtener mas resultados acerca del proble-
ma. En este caso, la matriz hessiana es

20 860 41800
H(ﬁ)zszX: 860 41800 2210000
41800 2210000 12394000
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por la ecuacion (4.10), los determinantes de los menores principales son
D/=20>0 , D, =96400>0 y D;=121344000000> 0

por tanto, la matriz es positiva deflnlda indicando que B €s un minimo, debido
aque 3; =—0.0319 es negativo X representa un maximo cuya produccién da
ol valor de Yimar = 89.9

Los vectores de valores ajustados y residuales son

75.51 —2.51
75.51 2.48
85.87 —0.87
89.84 0.15
§':Xﬁ: 89.84 iy 1.15
87.43 —0.43
87.43 —1.43
87.43 3.56
78.63 —3.63
63.45 1.54

por las ecuaciones (4.6) y (4.5), observe que Z_ei =0.01 con la precision
mostrada pero en realidad se anula con mayor precision; la suma de cuadrados
de los errores dada por la ecuacion (4.4) resulta en

S(B)=2"2= zn:g,? —45.19
i=1
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y la varianza S2 dada por la ecuacion (4.11) es

2 E8 4519 4519

= = = =6.45
n—k 10-3 7

Por otro lado,
1 n
?Z;Z%Zfﬁll . ny =821
i=1
n
yiy=> »=68115, yly —ny=67294
i=1
por tanto,
n—1 &'s 9 45.19

RP=1— —1-2222-0.9991
n—=k yTy—n)_/2 7 67294

lo que indica un buen acuerdo entre los datos y el modelo propuesto.

4.4 Aproximacion por diferencias finitas de la matriz jacobiana

En esta seccion se daran las formulas que pueden usarse en problemas en donde
no esta disponible la informacion de las derivadas. La primera aproximacion que
debe considerarse es reemplazar la matriz jacobiana por una aproximacion en
diferencias finitas J igual que como se hizo en el capitulo 3 para el gradiente y la
matriz hessiana. Usando diferencias hacia adelante se tiene
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. Se.)—
J'i(x):f(XJr ’;’) S(x) (4.19)

i

para diferencias hacia atras se tiene

Ji (x)= S(x)~ fé(x _L) (4.20)

i

para las diferencias centrales es

. se)— f(x—6be
;ii(X):f(XJr lel)26f<x 1) (4.21)

i

para i =1,2,...,n, donde J; esla i-ésima columnade J.

Ejemplo 4.3 Para la funcion

x2—|—x —11
f(X)Z 1 2

xl—i—x§—7

evalle la matriz jacobiana de la funcién en el punto X, = (2,1) por las aproxi-
maciones en diferencias finitas y compare éstas con la matriz jacobiana analitica.
Use una perturbacion del 1% en las variables independientes.

Solucion:

La matriz jacobiana analitica de la funcion es

J(x):[zfl 1 ]
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que, evaluada en X, , da

(I P N

Al 1% de cambio en las variables se tiene §; =0.02 y 6, = 0.01. Por las ecua-

ciones (4.19) a (4.21) las matrices jacobianas numéricas son

3 (xg) = 4.02 1.00 3 (xg) = 3.98 1.00 3 (xg) = 4.00 1.00
*)= 100 201 T 100 1.99]Y TV T 100 2.00

respectivamente, como puede verificar el lector.

Observe que para la funcion f(X) dada, los tres métodos dan una muy buena
aproximacion a la matriz jacobiana analitica. EI método por diferencias centrales
da igual a la matriz analitica, lo cual comprueba que esta aproximacion es exacta
para funciones cuadraticas.
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4.5 Formulacién del problema de regresién no lineal y de sistemas de
ecuaciones no lineales

El analisis de regresion es la aplicacion de métodos matematicos y estadisticos
para el andlisis de datos experimentales y el ajuste de modelos matematicos a
estos datos a través de la estimacion de los parametros desconocidos del mode-
lo. Para el analisis de regresion los modelos matematicos son clasificados como
lineales o no lineales con respecto a los parametros desconocidos. Por ejemplo,
para los modelos siguientes:

y= 50 + ﬁlx
y =0+ 6% + Boxy +-+ B, 1x, 1 + B,x,

Y =08y + Bix+ Bpx” -+ B+ B,x"

la primera y segunda ecuaciones son lineales tanto en los coeficientes como en
las variables. Estas corresponden a un modelo lineal simple y a un modelo lineal
multiple respectivamente; la tercera ecuacion es lineal en los coeficientes y no
lineal en la variable independiente y corresponde a un modelo polinomial. Para
los modelos siguientes:

lZﬁo + Byx
y
y="0 iﬁ
X
izﬂo + Bix
y
y:ﬁoxﬁl
y:5051x
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los coeficientes son lineales en las primeras tres ecuaciones y no lineales en las
dos ultimas, y todas las ecuaciones son no lineales entre las variables. La ven-
taja de estos modelos es que pueden transformarse a una relacion lineal entre
las variables mediante una transformacién de variables y coeficientes adecuada
para poder abordarse como un problema semejante a la primera ecuacion del
primer conjunto de modelos analizados. Sin embargo, siempre habra modelos no
lineales que no puedan transformarse como los anteriores, y entonces habra que
desarrollar métodos matematicos para estimar los coeficientes asociados a estos
modelos; tal es el objetivo de esta seccion.

La regresion no lineal es una extension de los métodos de regresion lineal usados
de manera iterativa para llegar a los valores de los parametros de los modelos no
lineales. El andlisis estadistico de los resultados de la regresién no lineal también
es una extension del aplicado en regresion lineal, pero no posee las bases teori-
cas rigurosas del ultimo. Los métodos de los capitulos 2 y 3 se disefiaron para ser
efectivos sobre todas las funciones objetivo suficientemente suaves y en especial
sobre las funciones cuadraticas. Sin embargo, a veces es posible descubrir mé-
todos que resultan ser mas eficaces cuando la funcion objetivo tiene una forma
especial; por ejemplo, una de las formas mas importantes que se ha encontrado
en la practica es la suma de cuadrados de otras funciones no lineales, como

FX)=Y (3 (22

donde fl (X) para i =1,2,...,m, son funciones no lineales de varias variables.
Esta es parecida a la suma de cuadrados de los errores en el caso de la regresion
lineal, segun puede observarse.

La minimizaciéon de funciones de este tipo se llama minimos cuadrados no linea-
les. La funcion objetivo con esta forma nunca puede tener valores negativos en
los problemas donde surge ésta. Como notacion es conveniente agrupar las fun-
ciones fl (X) en un vector, de la siguiente manera:

A(x)

rx)=|" 25")

S (X) (4.23)
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y entonces podemos escribir la ecuacion (4.22) como

F(x)= 1" (x) 13 (420

Ahora veamos dos problemas comunes en los que se dan tales funciones en la
practica.

Regresion no lineal

Un problema comun es enfrentarse al ajuste de una funcién matematica a datos
experimentales variando los parametros de la funcion. Por ejemplo, sobre bases
tedricas o empiricas se selecciona una forma funcional especifica CID(B,X) , don-
de los elementos de X son las variables independientes o de control. Estas son
puestas experimentalmente en algun valor Xx; y se mide alguna propiedad y; del
sistema que se esta estudiando. Bes un vector de n parametros que tienen que
ajustarse hasta que se obtenga el mejor ajuste de (I)(B,x) ; por tanto, éstas son las
variables de optimizacion de nuestro problema. Cuando <I>(B,x) es no lineal en B
este tipo de problema se conoce como regresion no lineal. Cuandom > n se dice
que el problema esta sobredeterminado y cuando m < n, el problema se carac-
teriza como un sistema subdeterminado. Para la mayoria de los problemas
sobredeterminados no sera posible hallar [5 de manera que @(B,x) pase a
través de todos los datos experimentales.

La diferencia entre y; y el valor predicho de J; = CD(B,X,-) se llama residual &;
y Se expresa como

~

g =y —®(B,x;)para i=1,..,m (4.25)

EI mejor ajuste por minimos cuadrados se obtiene minimizando la funcién S (B) ,
que es la suma de cuadrados de los residuales

S(B)=> & (4.26)
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con respecto a B. Se toman los cuadrados para evitar la cancelacion entre re-
siduales de signo opuesto como en el caso de la regresion lineal. Observe que
S(B ): Osi se obtiene un ajuste perfecto de CID(B,X) a los datos experimentales.

Sistemas de ecuaciones no lineales

Otro problema comun es hallar la solucion de un sistema de n ecuaciones no
lineales

(4.27)

en 7n incognitas X . En notacién vectorial, la ecuacion (4.27) puede exponerse
como

f(x)=0 (4.28)

E3
El minimo X de la funcion

Fx)= Z £2(x) =17 ()t (x) 429

para la cual FLXZ) =0 es la solucién deseada debido a que esta puede darse
solo si x satisfac cada una de las ecuaciones (4.27). Debe tenerse en mente
que tal punto no necesariamente existe cuando se dice que el sistema es incon-
sistente y por lo tanto no tiene solucién. Asimismo, la funcién F(x) puede tener
cualquier numero de minimos locales con F'(x )> 0 , lo cual no tiene mucha
relevancia en este problema excepto que no sean’los minimos deseados.
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4.6 Derivadas de la suma de cuadrados de F’ (X)

Para obtener una expresion para el vector gradiente de una funcién de la forma
de la ecuacion (4.24), derivamos con respecto a X

VF(x)= Zax ZfZA Zsz . (4.30)

i=l j=1i=l

De la definicidén 1.12 o la ecuacion (1.4a) acerca de la matriz jacobiana, se tiene

oh(x) oh(x) = Ih(x)

8X1 aXZ a-xn
oh(x) 9fh(x)  Ih(x) (4.31)
J(x)=| 0x Ox, Ox

A A A
0x, 0x, Ox

y como la ecuacién (4.30) expresa a un vector columna producto de una matriz y
un vector columna, entonces el vector gradiente puede escribirse como

VE(x)=23" (x)f(x) (4.32)

Derivando la ecuacion (4.30) con respecto a X se obtiene la matriz hessiana
de F(X):

> 2l

j=li

V(V'F(x))=H(x)= Z

— 18xk
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n n n a ' a o
H(x)=2)3"Y %af + faxg &

k=1 j=1 i=1

y el resultado es una matriz, como se esperaba; el primer término del lado dere-
cho corresponde a un producto entre dos matrices jacobianas, mientras que el
segundo término es un producto entre cada funcion f y la matriz hessiana de
cada funcion f;. Es decir, si se define G; (x) como la matriz hessiana de f; (X)
entonces la matriz hessiana completa de F( ) puede escribirse como

H(x)=2J"(x +2Zf

(4.33)

Ademas, definiendo

- Zn;fi (x)G;(x) (4.34)

se tiene

H(x)=2J" (x)J(x)+2S(x) (4.35)
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Método de Newton

El punto de inicio para los algoritmos de minimos cuadrados no lineales especiali-
zados es el método de Newton, la iteracion basica de dicho método esta dada por

dek — _VFk
es decir,
(90 +8 Jag =908, (4.36)
y
Xpy1 =X +dy (4.37)

El problema principal en la aplicacion del método de Newton o métodos de New-
ton modificados a la suma de cuadrados de las funciones es el calculo del término
Sk , que si bien permite la simetria, implica la determinacion y evaluacion de
mn(n + 1)/2 términos de segundas derivadas. Sin embargo, el resto de la ma-
triz hessiana completa esta expresada so6lo en términos de primeras derivadas.

Esta observacion da lugar a dos amplias clases de algoritmos especializados
para minimos cuadrados no lineales: aquellos que ignoran el término en Sk, que
suelen denominarse algoritmos de residuales pequefios, y aquellos que aproxi-
man este término en alguna forma y que se denominan algoritmos de residuales
grandes. Queda fuera del alcance de este texto el andlisis de los algoritmos de
residuales grandes, por lo que sélo se analizaran los primeros.
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4.7 Estimacién por minimos cuadrados no lineales con algoritmos de
residuales pequenos

En esta seccidn se analizaran métodos que intentan resolver el problema expre-
sado por la ecuacién (4.29) ignorando el término de evaluar la matriz Sk en la
ecuacion (4.35).

Método de Gauss-Newton

Ignorando el término en Sk, la ecuacioén (4.36) del método de Newton resulta en

JLId, =—J;f, (4.38)
que, junto con la ecuacién

Xk+1 = Xk +dk (439)

definen el método de Gauss-Newton. El sistema de ecuaciones simultaneas (4.38)
sSe conocen como /as ecuaciones normales de los minimos cuadrados. Es impor-
tante saber cuando puede justificarse hacer esta aproximacion, y la respuesta es
hasta donde lo permita la generacion de direcciones de descenso, pues la ecua-
cion (4.38) es menos complicada que la ecuacion (4.36) del método de Newton,
debido a que la matriz J,{Jk al menos siempre es positiva semidefinida. Para ver
esto, tobmese un vector arbitrario Z = 0 y sea y= sz ; entonces

23 3, z=y'y>0

El unico problema que puede darse con respecto a esta simplificacion es cuando
Jk sea de rango deficiente vy J,{Jk resulte singular. Sin embargo, aun si
d, es una direccion de descenso, esto no garantiza que el valor de la funcién ob-
jetivo decrezca, es decir, que £}, < F}. El paso expresado por la ecuacion (4.39)
podria se muy largo, localizando a x;_ ;en un punto muy alejado del punto minimo
lineal. Por estas razones, se requiere de un buen punto inicial para que exista una
oportunidad de convergencia hacia el minimo.
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Refiriéndose a las ecuaciones (4.33), (4.34) y (4.36), esta claro que si f(x) —0
como X — X también S(x) — 0, y el método de Gauss-Newton tiende al método
de Newton como se vaya acercando al minimo, lo cual tiene consecuencias favo-
rables para la rapidez de convergencia. Esta situacién ocurre en regresion no li-
neal cuando es posible un buen ajuste o en la solucion de un conjunto consistente
y bien condicionado de ecuaciones simultdneas no lineales. Las consecuencias
también son las mismas cuando las funciones fl son casi lineales de manera que
G, ~0 parai=1,...,m, o cuando los términos sucesivos fiGi se cancelen a
través de diferencias de signo. Finalmente, las propiedades de convergencia del
método de Gauss-Newton pueden mejorarse mucho si éste se usa junto con una
busqueda lineal en la ecuacion (4.39).

Algoritmo 4.1 Método de Gauss-Newton con busqueda lineal:
Dados el conjunto de funciones f(X) y la matriz jacobiana J(X), un
punto inicial Xg, =1y €.

Para k =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

-1
1. dg :—(Jng> J;{fk o bien resolver Jngdk = —Jgfk y ob-
tener d.

Para j =1,2,3,...hasta donde se satisfaga, hacer;

2. Calcular x; | =X, +ad, .

Si Hf<xk+1>H <(1- oz/2)||f(xk )” , entonces

Ir al paso 5.
Fin del si.

o
3. a=—.

2
4. Tomar j= j+1leiral paso 2.

5. Si ||Xk+1 — Xk” <eo H2J,€+1fk+1H <&, entonces

S
Tomar X; | /=X 'y parar.
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Fin del si.
6. Tomar k =k +1 y regresar al paso 1.

Ejemplo 4.4 Aplicando el método de Gauss-Newton estime los coeficientes en la
correlacion de la funcion:

y= Pt hax

usando los siguientes datos experimentales y minimizando la suma de los cua-
drados de las desviaciones entre los datos experimentales y los valores predi-
chos de y.

n Vexp X
1 0.50 -2.00
2 1.00 -1.00
3 2.00 0.00
4 4.00 1.00

Solucion:

T
Iniciando con By =(1,1) ye= 0.001, gl minimo hallado con la precision dada
es gl = (0.6931,0.6931), donde F(B ,X1=0.0, el numero total de iteraciones
principales tue de k = 4.
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n x Vew  Vea error
1 -2.00 0.5000 0.5000 0.0000
2 -1.00 1.0000 1.0000 0.0000
3 0.00 2.0000 2.0000 -0.0000
4 1.00 4.0000 4.0000 -0.0000

Tabla 4.3 Tabla de datos observados y calculados por la correlacion.

Método de Levenberg-Marquardt

El método de Levenberg-Marquardt incorpora una técnica ad-hoc para tratar los
problemas relacionados con la singularidad en la matriz J,{Jk y es un algoritmo
efectivo para problemas de residuales pequenos. La ecuacion (4.38) se modifica a

(T30 + l)d, = —3f8, (4.40)

donde 1y, > 0 es un escalar e I es la matriz unidad de orden 7. Entonces se
usa la ecuacién (4.39) para obtener un punto con el que se inicia la proxima ite-
racion. Para un valor suficientemente grande de (i, la matriz J,ka + 11 es po-
sitiva definida y dk es una direccién de descenso. Sin embargo, se requiere que
My — 0 como X; — x , asi que el método adquiere la rapidez de convergencia
asintotica del método de Gauss-Newton. En el método originalmente inventado
por Levenberg (1944), [i; se elige para minimizar F(Xk —l—dk) con d, dada por
la ecuacion (4.40), mientras todo lo demas se mantiene constante. Como un paso
infinitesimal en la direccion de descenso, por definiciéon siempre reducira el valor
de la funcién en puntos no estacionarios, un valor suficientemente grande de
;. siempre sera exitoso y, como consecuencia, el método puede hacerse global-
mente convergente. La técnica para hallar el valor de ({; esta muy relacionado con
la busqueda lineal, pero no es estrictamente el caso.
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Estrategia de Marquardt

Marquardt (1963) mejoro la eficiencia del algoritmo inventando una mejor estra-
tegia para seleccionar i, . Este se pone inicialmente en algun valor positivo (por
ejemplo, 0.01) y se ut|I|za un factor v > 1 (por ejemplo, 10) con el cual incremen-
tar o disminuir 1, . Al principio de cada iteracion [ se reduce por el factor 1/, en
un intento por acercar el algoritmo al método de Gauss-Newton. Si éste no reduce
el valor de la funcion objetivo, se incrementa repetidamente el nuevo valor de
My por el factor I hasta que se obtenga una reduccion en el valor de la funcion.

Algoritmo 4.2 Método de Levenberg-Marquardt (por Marquardt):

Dados el conjunto de funciones f(X) y la matriz jacobiana J(X), un
punto inicial X y €.

Sea 14y =0.01 y v=10.

Para k =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1.y =y V.

2. Para j=0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer;

-1 ,
3. a, :_(J]{Jk +Mk1) JTf, o bien resolver (J,ka + M/cl)dk = —Jifk

y obtener d .
4. Calcular X; | =X, +d.

5. Si Fy 1> Fy, entonces ty = [y
Fin del si.

6. Si Fk+l < Iy, entonces
Ir al paso 8.
Fin del si.

7. Tomar j = j+1 regresara 3.
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8. Hyy1 = M-
9. Si ||Xk+1 — Xk” <eo Hle{kaHH <&, entonces

*
Tomar X; .| /=X Yy parar.
Fin del si.

10. Tomar k = k + 1y regresar al paso 1.

En este algoritmo no se desperdicia tiempo refinando el valor de (i, ya que es
mejor proceder en la proxima iteracion desde el punto que se inicia mas cerca
de la solucion. Marquardt sugiere que podria ser ventajoso reemplazar la matriz
unidad I por una matriz diagonal D, cuyos elementos diagonales no negativos se
eligen de manera que reflejen el escalamiento de las variables.

Ejemplo 4.5 Aplicando el método de Levenberg-Marquardt estime los coeficien-
tes en la correlacion de la funcion:

y =0, + Bysen(Bsx)

usando los siguientes datos experimentales y minimizando la suma de los cua-
drados de las desviaciones entre los datos experimentales y los valores predichos
dey.
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n Ve X
1 10.5244 1
2 10.7278 2
3 8.4233 3
4 5.7295 4
5 5.1232 5
6 7.1617 6
7 9.9709 7
8 10.9680 8
9 9.2363 9
10 6.3679 10
11 5.0000 11
12 6.3902 12
13 9.2605 13
14 10.9718 14
15 9.9508 15
16 7.1362 16
17 5.1158 17
18 5.7470 18
19 8.4496 19
20 10.7388 20

Solucion:

T
Con Ba=(1.—1.1Y y £=0.001, el minimo es B~ =(8.00,3.00,1.00)
donde F B*,x = 0.0, el nimero total de iteraciones principales fuede k=2,
la tabla 4.4 muesua 1 comparacion de datos observados contra los calculados.
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n X Yoy V. error
1 1 10.5244 10.5244 0.0000
2 2 10.7278 10.7278 0.0000
3 3 8.4233 8.4233 0.0000
4 4 5.7295 5.7295 -0.0000
5 5 5.1232 5.1232 -0.0000
6 6 7.1617 7.1617 -0.0000
7 7 9.9709 9.9709 -0.0000
8 8 10.9680 10.9680 0.0000
9 9 9.2363 9.2363 0.0000
10 10 6.3679 6.3679 0.0000
11 11 5.0000 5.0000 -0.0000
12 12 6.3902 6.3902 -0.0000
13 13 9.2605 9.2605 -0.0000
14 14 10.9718 10.9718 0.0000
15 15 9.9508 9.9508 0.0000
16 16 7.1362 7.1362 0.0000
17 17 5.1158 5.1158 0.0000
18 18 5.7470 5.7470 -0.0000
19 19 8.4496 8.4496 -0.0000
20 20 10.7388 10.7388 -0.0000

Tabla 4.4 Tabla de datos observados y calculados por la correlacion.

Métodos Cuasi-Newton

En el campo de los minimos cuadrados no lineales, los métodos cuasi-Newton se
aplican cuando la matriz jacobiana no esta disponible analiticamente y la apro-
ximacion por diferencias finitas resulta muy laboriosa. En la k-ésima iteracion se

obtiene una aproximacion B, a J

desde el punto actual X, ; luego se deter-
mina el vector de busqueda dk por alguno de los métodos ya estudiados usando

B, enlugar de J; . y se realiza una bisqueda lineal para determinar
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de manera que ||fk+1” sea suficientemente menor que ”fk” La expansion en
serie de Taylor hasta terminos de primer orden en (Xk+1 — X, ) muestra que

fir =T + 35 (X — Xk ) (4.42)

o bien

Je (X1 — %) =F — 1T (4.43)
por tanto, Bk se actualiza en la forma usual de acuerdo con
B =B+ Ay (4.44)
donde Ak es una matriz de actualizacion de manera que
By (Xp —X¢ ) =Ty — i (4.45)

esta es la condicion cuasi-Newton para minimos cuadrados no lineales. Para ex-
plicarse de una manera sencilla, supéngase quef(x) =0 es un sistema de ecua-
ciones lineales, por ejemplo Ax—b =0 . Si se restan los valores de f(x) en dos
puntos sucesivos del proceso iterativo, k y k+1, se tiene

S (%)= f(x¢) = Axp i —b— Ax; +b = A(x; 4 —x;)

en el caso no lineal esta igualdad no se cumple aunque puede hacerse eligiendo
A | adecuadamente:

Ayt (X =X ) = f (1) = F (%) (4.46)
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los métodos cuasi-Newton construyen una sucesion {Ak} de tal forma que
Ak aproxime lo mejor posible a la matriz jacobiana J(xk) .

Método de Broyden de rango uno

Broyden (1965) utilizé una idea muy simple para obtener una aproximacion sa-
tisfactoria de A, ; escogerla de tal forma que se minimice el valor de la fun-
cion que se obtendria en un mismo punto mediante las aproximaciones A; . ;y
A, y que se cumpla a la vez la condicién cuasi-Newton, ecuacién (4.46), dada como

A (X1 = %)= f(Xe01)— F(x0)

Con la aproximacion mencionada partiendo de X, y Xj, la diferencia de los
valores de la funcién en un punto X que habria que minimizar seria

S (X)) + Ap i (x =% )= f(x5)— Ap (x—x;)
Desarrollandola, queda

S (Xpr) = F(35) = A (X5 —xp )+ (A — A )(x—xy)

y sustituyendo la ecuacion (4.46) en ésta ultima expresion, la diferencia por mini-
mizar resulta

(Ak+1_Ak><X_Xk) (447)
Si para todo X la diferencia X — X; se expresa como

X —X; = aAX; +5
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donde Axk = Xy 41 — X Y se cumple que STAX = 0; la expresion por mini-
mizar queda

Ayt —Ap ) Ax; +(Ap —Ag)s
Sobre el primer término no se puede actuar puesto que, segun la ecuacién (4.46),

donde Af, = f(xk+1)— f(xk). El segundo término se puede hacer cero para
todo X escogiendo Ak+1 de tal manera que

(Api1—Ag)s=0 (4.49)

para todo § ortogonal a AX; . Esto reqmere que la matriz A, .| — A, seade
rango uno, es decir, de la forma, quk, con ueR" Ahora bien, para que se cumpla
la condicion cuasi-Newton, ecuacién (4.46), lo que equivale a la ecuacién (4.48)
como se acaba de ver, es decir, a Af, — A, Ax, , el vectoru debe expresarse como

u= 2~ AAX, (4.50)
Ax? Ax,
La matriz, haciendo B = A
Afk — BkAxk AX]T‘:
B =B+ ( ) “.31)

Ax: Ax,

es, por lo tanto, la que cumple ese propdsito de minimizar la diferencia indica-
da, verificandose ademas la condicion cuasi-Newton, ecuacion (4.46). La for-
mula dada por la ecuacién (4.51) es la que propuso Broyden para aproximar la
matriz jacobiana en cada iteracion del método de Newton. Para estos métodos,
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B/ || mantiene la informacion derivativa exacta a lo largo del vector d; cuando
f es lineal. Broyden (1965) establece la férmula de actualizacion de manera Unica
dada por

A= (fk+1 —f =By (X — X >)<Xk+1 — Xk >T (4.52)

(Xk+1 —Xg )T (Xk+1 - Xk)

que es la base del método de rango uno de Broyden. Esta ecuacion se incorpora
dentro del método de Gauss-Newton para establecer el siguiente algoritmo.

Algoritmo 4.3 Método de Broyden de rango uno con busqueda lineal:
Dados el conjunto de funciones f(x) un punto inicial Xy y € .

Calcular BO = j(xo) por diferencias finitas.

Para kK =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

~1
1. d, :—(B{Bk) B/ f, 0 bien resolver B;B,d, =—Bif, y obtener d, .
Para j=1,2,3,... hasta donde se satisfaga, hacer;

2. Calcular X; | =X +ad; .

Si Hf(xk+1>H <(1 —a/2)||f(xk )” entonces
Ir al paso 5.

Fin del si.

o
3. a=— .
2

4. Tomar j= j+1 eiral paso 2.
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Fe —F
Fy

%

Tomar X, ~X Yy parar.

Fin del si.

< ¢ ,entonces

5. Si ||Xk+1 —Xk”Sg (0]

(fk+1 —f — By (Xk+1 - Xk))(xkﬂ — Xy )T _
(Xk+1“xk)T(Xk+1“Xk)

7. Calcular B, =B, +A; .

8. Tomar k =k +1 yregresar al paso 1.

6. Calcular A, =

Ejemplo 4.6 Usando el método de Broyden estime los coeficientes en la correlacion

¥ =Bt + Boxy + Byxx;

con los siguientes datos experimentales, minimizando la suma de los cuadrados
de las desviaciones entre los datos experimentales y los valores predichos de ) .

h y exp x] xZ

1 162 274 2450
2 120 180 3254
3 223 375 3802
4 131 205 2838
5 67 86 2347
6 169 265 3782
7 81 98 3008
8 192 330 2450
9 116 195 2137

10 55 53 2560
11 252 430 4020
12 232 372 4427
13 144 236 2660
14 103 157 2088
15 212 370 2605
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Solucion:

Con B, = (1.0,1.0,1. 0)" y e=107°, el minimo hallado con la precisién dada, es
B =(0.002055,0.000014, 0. 000175§ionde F(B x) —21652.75, La convergencia
del método se obtuvo en k 21 iteraciones principales.

N

X, X, Ve Y., error

274 2450 162.0 118.8 43.2
180 3254 120.0 1086 11.4
375 3802 223.0 236.9 -13.9
205 2838 131.0 945 36.5
86 2347 67.0 55.0 12.0
265 3782 169.0 164.2 438
98 3008 81.0 916 10.6
330 2450 192.0 164.3 27.7
195 2137 116.0 67.6 484
10 53 2560 55.0 714 -164
11 430 4020 252.0 298.2 -46.2
12 372 4427 232.0 263.8 -31.8
13 236 2660 144.0 101.2 4238
14 157 2088 103.0 52.8 50.2
15 370 2605 212.0 2054 6.6

O©CoOoONOOOPRA,WN -

Tabla 4.5 Tabla de datos observados y calculados por la correlacion.
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4.8 Solucidn de sistemas de ecuaciones no lineales

El método de Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones no lineales se defi-
ne de una manera semejante a como se hizo en el caso de una sola variable. Se
estudiara el caso de resolver el problema dado por la ecuacion (4.28)

f(x)zO

Método de Newton

El enfoque que se considerara es el similar a la formulacion de un problema de
minimos cuadrados no lineales de residuales pequefios con una matriz jacobia-
na de tamafo n por n. Cuando la matriz jacobiana es cuadrada y no singular las
ecuaciones normales (4.38)

Jpddy =—Jif,
pueden reducirse premultiplicando por J;T para obtener

Jkdk — _fk (453)
Esta formulacion junto con la ecuacién (4.37) dada por
Xpy1 = X +dy
definen al método de Newton para sistemas de ecuaciones no lineales que tiene

propiedades de convergencia semejantes al método de Gauss-Newton. De nue-
vo, la estabilidad del método puede ampliarse realizando busquedas lineales

Xpi1 = X +gdy

hasta reducir ”fk” :
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Algoritmo 4.4 Método de Newton:
Dados el conjunto de funciones f(x) y la matriz jacobiana J(X) , un
punto inicial Xy y €.

Para k =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer.

1. d, = —J,:lfk o bien resolver J,d;, = —f; y obtener d; .
2. Calcular X; 1 =X; +d; .

3. Si ||Xk+1 —Xk”SE 0 ||fk+1||§5 , entonces

%
Tomar X; | =X y parar.

Fin del si.
4. Tomar k =k +1 yregresar al paso 1.

Ejemplo 4.7 Resuelva utilizando el método de Newton y partiendo del punto
xo =(1.0,1.0,1. 0) y € =0.01, el sistema siguiente de ecuaciones no lineales.

1
f1(X)=3x1 —cos(x2x3)—E:()

2
f2(X):x12 —81[362 +%] +sen(x;)+1.06=0

fi(x)=e "”2+203+107T3 20

Solucion:

El minimo hallado con la precision dada es B*T = (O.S0,0.00,—O.SZ) , donde
F(x) =0.0, la convergencia del método se obtuvo k = 6 iteraciones principales.
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Algoritmo 4.5 Método de Newton con busqueda lineal:
Dados el conjunto de funciones f(x) y la matriz jacobiana J(X) , un

punto inicial Xy y € .

Para k =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1. d; = —J;lfk o bien resolver J,d; = —f; y obtener d; .
Para j =1,2,3,... hasta donde se satisfaga, hacer;

2. Calcular X 1| = X, +ad; .

Si ‘f(ka)H <(1- a/2)||f<xk)|| , entonces
Ir al paso 5.
Fin del si.

2
4. Tomar j= j+1 eiralpaso 2.

5. Si ||Xk+1 —xk” <eo ||fk+1|| <&, entonces

*
Tomar X; .| =X VY parar.

Fin del si.
6. Tomar k =k +1 y regresar al paso 1.

Ejemplo 4.8

Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales del ejemplo 4.7 utilizando el
método de Newton con busqueda lineal y partiendo del punto x, = (1.0,1.0,1.0)T

ye=0.01.
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Solucion:

El minimo es B*T = (O.S0,0.00,—O.52> con F(X) = 0.0, la convergencia del
método se obtuvo en k = 6 iteraciones principales.

Métodos Cuasi-Newton

El objetivo de estos métodos consiste en aproximar la matriz jacobiana en cada
iteracion del método de Newton mediante relaciones de recurrencia que la rela-
cionen con el valor que toma en anteriores iteraciones. Los métodos cuasi-New-
ton son muy adecuados para la solucién de sistemas de ecuaciones no lineales.

Método de Broyden de rango uno

Para llevar numéricamente a la practica el método de Broyden, son varios los
aspectos importantes que hay que considerar. El primero consiste en determinar
una buena aproximacion inicial de Byy; lo que suele hacerse en este sentido es
utilizar j  la aproximacion por diferencias finitas de JO' Otra cuestién importante
que debe tenerse en cuenta nace del hecho de que el método de Broyden adapta
de iteracién en iteracién la matriz B y no la B!, con la que se operaria mucho
mas eficazmente. En este sentido y sin tener en cuenta otras consideraciones,
¢ por qué no partir de una Bal y readaptar B~'? Se reduciria el numero global de
operaciones necesarias para resolver el sistema de ecuaciones.

Atal efecto, la actualizacion dada por la ecuacién (4.51) de rango uno de Broyden
puede desarrollarse usando la formula de Householder del siguiente lema:

Lema 4.1 (Sherman-Morrison-Woodbury).

(i) Si A es una matriz no singular de orden nxn y r y S dos vectores
cualesquierade R" A +rs’es nosingular, siysolosi u=1+s"A"lr=0.

(ii) También

_ A_lrsT Al

| B
(A—i—rsT) = A" »

(4.54)
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Como

A+rs! = (I +rsTA1>A

y rsT es de rango uno, el punto (i) resulta del hecho de que la matriz
I+rs’A7!

tiene 7 — 1 valores propios iguales a la unidad y el restante es u . La formula del
punto (ii) se comprueba facilmente multiplicandola por A +rs’. Entonces,

_ —1...T A—1
(A+rsT)(A+rsT) 1:AA_1_AA rs’ A
u
X I.STA,l_rsTA_lrsTA_1
u
_ T 4-—1 . T . —1
(A—l—rsT)(A—i—rsT) 1:1_&_,_1.STA—1_<” 1)“ A
u u

y, por consiguiente,

(A—l—rsT>(A—|—rsT>_1 =1
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Laaplicacioninmediata de este lemalleva a deducir que sise conoce By ! (: Jo_l )
la férmula de actualizacién de Broyden es

(B 'Af, — Ax JAx] B!
Tp—1

(4.55)

. .
B, =B, —

. -1 . e
Entonces, las matrices B~ reemplazan a las matrices B en la formulacién ba-
sica y d se obtiene por analogia con la ecuacion (4.53) como

d, = _lefk (4.56)

sin necesidad de resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Algoritmo 4.6 Método de Broyden de rango uno con busqueda lineal:

Dados el conjunto de funciones f(X) un punto inicial X y €.

Calcular BO_1 — jo_l por diferencias finitas.

Para kK =0,1,2,... hasta donde se satisfaga, hacer:

1. d, =—B; 'f, .
Para j =1,2,3,... hasta donde se satisfaga, hacer;

2. Calcular Xk—l—l = Xk + adk .

Si uf<xk+l>H <(1- oz/2>||f(xk>|| , entonces
Ir al paso 5.

210



Minimos cuadrados

Fin del si.

2
4. Tomar j= j+1 eiral paso 2.

5. Si ||Xk+1 — xk” <eco ”ka” <&, entonces

%
Tomar X; .| =X Yy parar.

Fin del si.

(Bi'Af, - Ax, | Ax( By !
AxTB'Af, |

7. Calcular B, ; =B, + A, .
8. Tomar k =k +1 yregresar al paso 1.

6. Calcular A=

Ejemplo 4.9

Resuelva el sistema de ecuaciones no lineales del ejemplo 4.7 utilizando el mé-
todo de Broyden con busqueda lineal y partiendo del punto x, = (I.O,I.O,I.O)T y

e=0.01.

Solucion:

El minimo es B =(0.49,0.00,—0.52) con F(x)=0.000001, Ia convergencia

el método se obtuvo enk = 13 1teraciones principales.
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Problemas

Para los siguientes 4 problemas utilice el método de minimos cuadrados lineales.

4.1 Se realiz6 un experimento para medir la impedancia de un circuito R — L en
serie. La impedancia Z se da en funcion de la resistencia R, la frecuencia de la
fuente f y la inductancia L como

Z*=R* +4r° 71

En el experimento se midié Z como funcién de f, las lecturas obtenidas se dan
en la tabla.

JtHz)  Z(Q)
123 74
158 8.4
194 9.1
200 96
229 103
245 10.5
269 114
292 119
296 12.2

a) Verifique si las observaciones se pueden interpretar en términos de una recta
para todo el rango o parte de él.
b) Estime los coeficientes en la correlacion

y =0+ Bx

donde y:Z2 y x:fz.
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c) Calcule los mejores valores de L yde R .
d) Evalue el coeficiente de correlacion.

4.2 Se ha llevado a cabo un experimento para investigar la dependencia con la
temperatura de la resistencia de un alambre de cobre. Un modelo comun se re-
presenta por la ecuaciéon

R=Ry(1+aT)

donde R es la resistencia a la temperatura 7°C | Ro es el valor de la resisten-
ciaa 0°C,y « es el coeficiente de temperatura de la resistencia. Las mediciones
de R y T obtenidas se dan en la tabla de abajo.

R(©Q) T¢C)
123 10
129 20
136 30
13.8 40
145 50
151 60
152 70
15.9 80

a) obtenga el mejor valor para los coeficientes.
b) obtenga el mejor valor de RO y & .

c) obtenga el coeficiente de correlacion.
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4.3 Las siguientes mediciones se efectuaron durante una investigacion de feno-
menos para los cuales no hay modelos disponibles. Identifique en cada caso una
funcion adecuada y evalue sus constantes.

a)
y X
0.61 041
0.75 0.2
091 0.3
111 04
1.36 0.5
1.66 0.6
203 0.7
248 0.8
3.03 0.9
b)
y X
94.8 20
87.9 5.0
81.3 8.0
749 11.0
68.7 14.0

64.0 17.0

4.4 Se obtuvieron los siguientes datos:

y X
1.00 10.0
1.26 20.0
1.86 30.0
3.31 40.0
7.08 50.0
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¢, Cual de los tres modelos siguientes representa mejor la relacion entre las varia-
bles?.

2
a) y= o H02x b) y= P HB2x+B3x ) y= leﬂz

En los 3 problemas que siguen, enuncie las variables o combinaciones de varia-
bles que deben graficarse para verificar la variacién sugerida, y diga cémo puede
encontrarse la incognita o parametros desconocidos del modelo (pendiente, or-
denada al origen, etc.).

4.5 La velocidad de flujo de salida de un fluido ideal por un orificio en el lado de
un tanque esta dada por

2P
v=[—

P
donde v y P son las variables medidas. Determine p.
4.6 La ley de los gases para un gas ideal es

PV =nRT

donde P y T son las variables medidas; V' y n son fijas y conocidas. Determine R .

4.7 La variacion relativista de la masa con la velocidad es

donde m y Vv son variables medidas. Determine m y ¢ .
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Resuelva el siguiente conjunto de 3 problemas de minimos cuadrados no linea-
les. Proponga en cada caso el vector inicial y la tolerancia. Emplee en cada caso
el método que juzgue mas conveniente. Grafique las curvas o superficies con el
software de que disponga.

4.8 Estime los valores de los parametros 3, y (3, minimizando la suma de cua-
drados de los residuales

n

FB)=3 =)
donde -

gl

para el siguiente conjunto de datos:

y 1/0.273|0.446|0.560|0.593 |0.648| 0.640(0.615|0.602 |0.579

4.9 Estime los coeficientes en la correlacion

J’:ﬁlez’%%
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del siguiente conjunto de datos minimizando la suma de cuadrados de los resi-

duales entre los valores y de datos experimentales y los ajustados.

x,| 20| 6.0 | 9.0 25| 45| 95| 80 (40| 3.0 | 70 | 6.5
x,136.0 | 8.0 30 | 625 | 784 | 144 | 40 |70| 90 | 20 | 5.0
y |46.5 | 591 | 1285 | 36.8 | 241 | 1075 | 1024 |151| 80 | 485 | 632

4.10 Estime los coeficientes para la siguiente correlacion y conjunto de datos:

_1[x—52 ]2
20 B 2
y=[0e + By + Bsx + Bex
n n y X
1 185.1 1.176 16 218.0 52.44
2 176.0 4.436 17 2911 55.22
3 164.2 10.23 18 2774 57.48
4 155.8 13.56 19 205.3 59.74
5 145.3 18.92 20 179.6 60.46
6 135.0 24.98 21 91.37 64.42
7 128.0 27.42 22 83.39 65.45
8 118.0 34.56 23 76.71 67.48
9 110.3 39.00 24 70.53 70.06
10 106.4 42.25 25 72.68 70.65
11 105.8 44.19 26 67.90 74.46
12 106.2 46.83 27 60.31 82.14
13 105.3 46.26 28 58.96 85.18
14 173.7 51.12 29 56.63 89.38
15 195.0 51.84 30 5410 94.55
31 50.10 100.8
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Resuelva los siguientes 3 sistemas de ecuaciones no lineales. Proponga en cada
caso el vector inicial y la tolerancia. Emplee en cada caso el método que juzgue
mas conveniente. Grafique las superficies con el software de que disponga.

xl + x2 — 3
413 f(x) = , tiene mas de una solucion.
2 2
xl + X2 — 9
2
X4+x—x| , g
414 f(x) = , tiene mas de una solucion.
2 2

Xl — X — X

X1
415 X)= x2 + x5 | , tiene mas de una solucion.
2 2

el —1
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CAPiTULO 5

Fundamentos de optimizacion restringida






5.1 Introduccién

Esta seccion describe los conceptos relacionados a problemas de optimizacion
restringidos. Las condiciones necesarias de optimalidad se explican e ilustran con
ejemplos. Todos los puntos 6ptimos deben satisfacer estas condiciones.

El modelo de optimizacién de disefio general trata de hallar un vector

x’ = (X1, X250 X, ) (5.1)

de variables independientes para minimizar un funcion objetivo

F(x)= f(x1,%0500000 ) (5.2)

sujeta a las restricciones de igualdad
hj<X):0; j=1..m (5.3)
y las restricciones de desigualdad
gk (X)§O; k=1,...,1 (5.4)
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las restricciones de desigualdad seran ignoradas inicialmente para discutir el Teo-
rema de Lagrange dado en libros de célculo. Luego se extendera el teorema para
las restricciones de desigualdad para obtener las condiciones necesarias de Ka-
rush-Kuhn-Tucker para el modelo general definido en las ecuaciones (5.2) a (5.4)

Basandose en la discusion de problemas de optimizacién no restringidos se podria
concluir que solo la naturaleza de la funcion objetivo f(x) para los problemas
restringidos, determinara la localizacion del punto minimo. Sin embargo, esto
no es del todo cierto, las funciones de restriccion juegan un papel importante en
la determinacion de la solucion optima. Los siguientes ejemplos ilustran estas
situaciones.

Ejemplo 5.1

2 2

Minimizar f(x):(xl—Z) —|—(x2—2)

gl(x):xl+x2—2§0
sujetaa: g, (x)=—x; <0
g3(x)=-x,<0
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Solucion:

El conjunto de soluciones para el problema es la region triangular de color mos-
trada en la figura 5.1.

1(x)

Figura 5.1 Punto dptimo restringido.

Si se ignoran las restricciones, f(x) tiene un minimo en el punto (2,2) que viola
la restriccion g,. Obsérvese que los contornos de f'( X ) son circulos concéntricos,
ellos crecen en diametro como el valor de la funcion f X ) crece. Es claro que
el valor minimo parafgx), corresponde a un circulo con el radio mas pequefo
intersectando la regién factible (conjunto de restricciones), este es el punto (1,1)
en el cual f(x) — 2 . El punto esta en la frontera de la regién factible. De esta

manera, la localizacién del punto 6ptimo esta gobernada por las restricciones del
problema planteado.

223



Aplicaciones de Programacion no Lineal

Ejemplo 5.2

224

Minimizar f"(x)= [

g1<x):x1—|—x2—2§0

sujeto a: g, (x) =-—x; <0

g3(x)=-x,<0

/ // % o ‘_1\
{ / gj(X) i \
[ [ . i
e = | |
\-‘2 X -"132 / /J 4
\ | g,} )
= / ) / X
\ i T ;
~d # Y
] e
\ i S #
/’//
\\\\ HHHHH //

Figura 5.2 Punto dptimo no restringido para un
problema restringido.
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Solucion:

El conjunto de restricciones es el mismo que en el ejemplo anterior. La funcion ob-
jetivo ha sido modificada, sin embargo, si se ignoran las restricciones, f(x) tiene
un minimo en (1/2,1/2) .Ya que el punto también satisface todas las restricciones, éste
es la solucion dptima. La solucion para este problema ocurre en el interior de la regién
factible y las restricciones no juegan un papel importante en su localizacion.

Obsérvese que una solucion a un problema de optimizacion restringido puede no
existir. Esto sucede si se sobre restringe el sistema. Los requerimientos pueden
ser conflictivos de manera que sea imposible construir un sistema para satisfa-
cerlos. En tal caso, se debe reexaminar la formulacion del problema y relajar las
restricciones. El siguiente ejemplo ilustra la situacion.

Ejemplo 5.3

Minimizar f (x) = (x, —2) +(x; —2)"

sujeta a:
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'S

Figura 5.3 Problema infactible.

Solucion:

La figura 5.3 muestra una grafica de las restricciones para el problema. Puede
verse que no hay un punto que satisfaga todas las restricciones en el primer
cuadrante y por lo tanto no hay solucion, es decir, no hay punto factible. X es el
optimo no restringido.

5.2 Condiciones para la minimizacion restringida

En esta ocasion, se inicia con el estudio de las condiciones necesarias y suficien-
tes que se satisfacen en puntos solucién. Estas condiciones ademas de su valor
intrinseco para caracterizar soluciones, definen a los multiplicadores de Lagrange
y a cierta matriz Hessiana que, considerados juntos, forman la base del desarrollo
y el analisis de los algoritmos que se utilizan para resolver problemas de optimi-
zacion restringidos.
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Restricciones

Los problemas que se tratan son los del tipo general de programacién no lineal
de la forma

Minimizar f(X)

hj(x)::O; j=1,...m
sujetaa: g (X) <0; k=1,...,1 (5.5)

xcE"

donde m < n, y las funciones f hj y gj son continuas y en general, se su-
pone que tienen segundas derivadas parciales continuas. Por simplicidad de no-
tacion, se introducen las funciones con valores vectoriales h! = (hl,...,hm) y
gT = (gl,...,g,) y se vuelve a escribir (5.5) como

Minimizar f(X)
h(x) =0

sujeta a: g(x) <0

xc E"
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El Plano Tangente

Un conjunto de restricciones de igualdad en E"

h(x)=0 (5.7)

define un subconjunto de E", que se considera mejor tratandolo como una hiper-
superficie. Si las restricciones son regulares en todas partes, de acuerdo como
lo que se expone mas adelante, esta hipersuperficie tiene dimension n — m . Si
como se supone en este momento, las funciones / ;, j=1,...,m tienen primeras
derivadas parciales continuas, la superficie definida por ellas se denomina uniforme.

Asociado a un punto de una superficie uniforme esta el plano tangente en ese
punto, término que en dos o tres dimensiones tiene un significado evidente. Para
formalizar la nocion general, se comienza definiendo curvas en una superficie.

Definicion 5.1

Una curva en una superficie S es una familia de puntos X(t)ES
continuamente parametrizados por ¢ para a <t <b.

La curva es diferenciable si existe )k(t y es doblemente diferenciable si
existe X(t) Se dice que unacurva x ) pasa por el punto X six =x(t
paraalguna f , a < t < b, la derivada de la curva en X esta |6gicamen-
te definida como x(t ) que es un vector de E"

Considérense ahora todas las curvas diferenciables en S que pasan por un punto
X . El plano tangente en X se define como el conjunto de las derivadas de todas
las curvas diferenciables en x . El plano tangente es un subespacio de E". Para
las superficies definidas por un conjunto de relaciones de restriccion como (5.7),
el problema de obtener una representacién explicita para el plano tangente es un
problema fundamental que se estudia a continuacion. Idealmente, seria deseable
expresar este plano tangente desde el punto de vista de las derivadas de las fun-
ciones hj que definen la superficie.
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k *
Definicién 5.2 Un punto X que satisfaga la restriccion h(x =0,
se denomina punto regular de la restriccion si los vectores ‘gradientes
\Y (x ),...,th <x )son linealmente independientes.

La independencia lineal significa que no hay dos gradientes que sean paralelos
entre si, y ningun gradiente puede expresarse como una combinacion lineal de
los otros.

Teorema 5.1 En un punto regular X* de la superficie S definida por
h(x) =0, el plano tangente es igual a

T:{y:VhT (x*)yzo}

Los multiplicadores de Lagrange tienen un significado geométrico asi como fisico.
Sus valores dependen de la forma de la funcion objetivo y de las restricciones,
si estas funciones cambian, el valor de los multiplicadores de Lagrange también
cambia.

Para introducir la idea de los multiplicadores de Lagrange, se considerara el si-

guiente ejemplo de minimizar una funcion objetivo de dos variables con una ecua-
cion de restriccion de igualdad.

Ejemplo 5.4 Hallar X>l= para
minimizar f(x) = (xl — 2)2 + (x2 — 2)2 (5.8)

sujetaa A (X) =x+x,—2=0 (5.9)
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Solucion:

Resolviendo el problema despejando una de las variables y optimizando con res-
pecto a la variables independiente resulta

X = 1 yf(x*):2

La linea recta & (X) representa la restriccion de igualdad y la region factible para
el problema. Por lo tanto la solucion 6ptima debe caer sobre la linea. La funcion
objetivo es la ecuacion de un circulo con su centro en el punto (2,2). Los coptor-
nos de la funcién dependen del valor def(x). Puede verse que el punto X con
coordenadas (1,1) da la solucién éptima para el problema. El contorno de valor 2
de la funcién objetivo toca justo a la linea A (x) asi, este es el valor minimo para
la funcidn objetivo.

=+

Figura 5.4 Problema con una restriccion de igualdad.
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Reduccion de Variables e Introduccién a los Multiplicadores de Lagrange

Ahora se vera que condiciones matematicas se satisfacen en el punto minimo x*
del ejemplo anterior. Sea el punto 6ptimo representado como x" = (xf , Xy ) Para
derivar las condiciones e introducir el multiplicador de Lagrange, primero se supon-
dra que la restriccion de igualdad puede usarse para resolver para una variable en
términos de la otra (al menos simbdlicamente), es decir, se asume que se puede
escribir

X, =®(x) (5.10)

donde ® es una funcion apropiada de X . En muchos problemas, puede que
no sea posible escribir explicitamente la funcién q)(xl), pero para propositos de
derivacion, se asumira su existencia. Sera visto posteriormente que la forma ex-
plicita de la funcién no es necesaria. Para el ejemplo 5.4, ¢ xl) de la ecuacién
(5.9) esta dada como

P(x)=—x+2 (5.11)

Sustituyendo la ecuacion (5.10) en la ecuacion (5.8), se elimina X, de la funcion
objetivo y se obtiene el problema de minimizacién no restringido en términos de
X1, solamente:

Minimizar £ (x,,®(x;)) (5.12)

para el ejemplo 5.4, sustituyendo la ecuacion (5.11) en la ecuacién (5.8) se tiene

f(x)=(x —2>2 +(—x1>2 =2x{ —4x,+4
la condicion necesaria

df
—=2(x; —2)+2x;, =4x,—4=0
dx, <1 ) ! !

231



Aplicaciones de Programacion no Lineal

% *
da x; =1. Luego la ecuacion (5.11) da x, =1 y la funcién objetivo en el punto
(1,1) es 2. Puede verificarse que la condicion suficiente

2
%:4>0
dxl

1
se satisface. Asi el punto X = [1]

es verdaderamente un minimo. Si se supone que la forma explicita de la funcion
CI><xl> no puede obtenerse (que es el caso generalmente), entonces, algun proce-
dimiento alternativo debe desarrollarse para obtener la solucién optima. Se derivara
tal procedimiento y se vera que el multiplicador de Lagrange para la restricciéon se
define naturalmente en el proceso. Usando la regla de la cadena de la diferencia-
cion, se escribe la condicion necesaria

a9 _,
dxl

para el problema definido en la ecuacién (5.12) como

df _ 8f(X1,X2) I 8f(X1,X2> dx2
dxl 8.7(:1 8x2 dxl

sustituyendo la ecuacion (5.10), la ecuacion anterior puede escribirse en el punto
- . * *
optimo (xl ,xz) como

8f(xf,x;) 3f(xrsx;) dd 0 (5.13)
Ox, " Oxy  dx N
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ya que ® no se conoce, se necesita eliminar J@/ dx; de la ecuacion (5.13).
Para realizar esto, se deriva la ecuacion de restricciénh(xl,xz =0 en el punto
Xy ,X3 | como

dh 8h(x;ﬁ,x;) 8h(xf,x;) o _

= + 0
dxl 8x1 8X2 dxl
y despejando — , se obtiene
X
Oh (xl* ,x;)
dx Oh (xf,xZ)

8X2

P
ahora, sustituyendo — , de la ecuacion (5.14) en (5.13), se obtiene
X

on
Ox; Ox,| Oh

axz

=0 (5.15)

si se define una cantidad \ como

of
_ Ox
= _W (5.16)

aX2
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y sustituyendo ésta en la ecuacion (5.15), se tiene

a_f_}_)\%:() (5.17)
8)(:1 8xl

También, rearreglando la ecuacién (5.16) que define A, se obtiene

(5.18)
8)(:2 (‘3}62

Las ecuaciones (5.17) y (5.18) junto con la restriccion de igualdad hqx): 0,
son las condiciones necesarias de optimalidad. Cualquier punto que viole ‘estas
condiciones no puede ser un punto minimo para el problema. Para el ejemplo 5.4
estas condiciones dan

2%y —2)+A=0
xl+X2—2:0

* *
la solucion a este conjunto de ecuaciones es X T — (1,1) yA =2.

Significado Geométrico de los Multiplicadores de Lagrange

Se acostumbra usar lo que se conoce como la funcion de Lagrange para escribir
las condiciones necesarias. La funcién de Lagrange se denota con la letra L y se
define usando las funciones objetivo y de restricciones como

L(x,\)=f(x)+M(x) (5.19)
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se ha observado que las condiciones necesarias de las ecs. (5.17) y (5.18) estan
dadas en términos de L como

VL(X*) =0 (5.20)
escribiendo esta condicion usando la ecuacion (5.19) se obtiene
Vf (x")+AvA(x") =0 (5.21)
que puede reescribirse de la siguiente manera
vf (x*) = —\Vh (x*) (5.22)

Esta ecuacion muestra que en el punto minimo candidato, /os gradientes de las
funciones objetivo y de restricciones estan a lo largo de la misma linea y son
proporcionales. (Obsérvese (5.22) con el ejemplo dado). El concepto de los mul-
tiplicadores de Lagrange es bastante general. El multiplicador de Lagrange pue-
de interpretarse para una restriccion como una fuerza requerida para imponer la
restriccion.

Condiciones Necesarias: Restricciones de Desigualdad

Si ahora se incluyen restricciones de desigualdad de la forma

g ()0 k=1,

en el problema de optimizacion general, se puede transformar una restriccion de
desigualdad a una igualdad adicionando una nueva variable a ésta, llamada la
variable de holgura, debido a que la restriccion es de la forma “<”, esto es, su valor
es negativo o nulo. De esta manera, la variable de holgura siempre debera ser no
negativa, es decir, nula o positiva respectivamente, para hacer de la desigualdad
una igualdad. Una restriccion de desigualdad
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g (x)<0

es equivalente a la restriccion de igualdad
g (X)+s5, =0, 5,>0

Las variables s, son tratadas como incognitas del problema de optimizacion jun-
to con las variables originales. Sus valores deben determinarse como una parte
de la solucion. Cuando la variable sy tiene valor nulo (s, = 0), la correspondiente
restriccion de desigualdad se satisface como igualdad. Tal desigualdad es llama-
da una restriccion activa (0 ajustada), es decir, no hay holgura en la restriccion.
Para cualquier s > 0, la correspondiente restriccion es una desigualdad estricta.
Esta es llamada una restriccion inactiva (o pasiva), tiene holgura dada por S;,.

Obsérvese que en el procedimiento anterior, debe introducirse una variable adi-
cional s, y una restriccion adicional s;, > 0 para tratar cada restriccion de desigual-
dad. Esto incrementa la dimensién del problema de optimizacion. La restriccion
(5, > 0) puede evitarse si se usa s,% como la variable de holgura en lugar de sy,
Por tanto, la desigualdad g;. (x) < () es convertida a igualdad como

(x)+57 =0 629

donde s; puede tener cualquier valor real. Esta forma puede usarse en el Teo-
rema de Multiplicadores de Lagrange para tratar restricciones de desigualdad y
derivar las condiciones necesarias correspondientes.

Las [ nuevas ecuaciones necesarias para determinar las variables de holgura,

son obtenidas requiriendo que el Lagrangiano sea estacionario con respecto a las
variables de holgura
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Obsérvese que una vez que un punto 6ptimo se determina, la ecuacion (5.23) se
utiliza para calcular la variable de holgura s,f Si la restriccion se satlsface en el
punto, es decir,g; (X)<() entoncess2 > (. Si esta se viola, entonces Sk <0,lo
cual no es aceptable, es decir, el punto no es punto minimo candidato.

Hay una condicion necesaria adicional para los multiplicadores de Lagrange de
las restricciones del tipo “<” dadas como

>0, k=1,...1

donde ,u;: es el multiplicador de Lagrange para la k -ésima restriccion de igual-
dad. De esta manera, el multiplicador de Lagrange para cada restriccion de des-
igualdad del tipo “<” debe ser no negativa. Si la restriccidn es inactiva en el opti-
mo, su multiplicador de Lagrange asociado es cero. Si ésta es activa (g, (X) =0),
entonces el multiplicador asociado debe ser no negativo.

Las condiciones necesarias para las restricciones de igualdad y desigualdad pue-
den resumirse en lo que son comunmente conocidas como las condiciones ne-
cesarias de Kuhn-Tucker (K-T). Aunque estas condiciones pueden expresarse en
diferentes formas, discutiremos solamente la que se va a dar, es decir, aquélla
que define a las variables de holgura.

Teorema 5.2 Condiciones Necesarias de Kuhn-Tucker (K-T)

*
Sea X un punto regular del conjunto de restricciones, es decir, un minimo
local para f (x) sujeta a las restricciones

hj(x):O Jj=1..,m
Sk (X)SO Ck=1,...,1

se define la funcion de Lagrange para el problema de optimizacion como

L{x,hpm,8)= Z ;uk(gk(")ﬂi)
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o bien

L(x,hps)= 1 (x)+ 2" h(x) +n” (g(x) +5) (5.24)

* *
luego existen multiplicadores de Lagrange A y M tales que el
Lagrangiano es estacionario con respecto a x, Ao iy Y S, €8 decir

/

02k, i=1,.n (5.25)
0x 8x +Z/\J ox; kz: ox;
oL * .
5>\ hj (X )—O , j=1..,m (5.26)
6_L:gk (x*)+s,§ =0, k=1,..1 (5.27)
O
8—L:2u,tsk =0, k=1,..,1 (5.28)
8Sk
>0, k=1,.1 (5.29)

%
y donde todas las derivadas se evaluan en el punto X

Las condiciones anteriores son llamadas algunas veces las condiciones necesa-
rias de primer orden. Es importante entender su uso para: 1) verificar la posible
optimalidad de un punto dado y, 2) determinar los puntos estacionarios.
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Obsérvese primero de las ecuaciones (5.26) y (5.27) que el punto estacionario
debe ser factible, asi deben tenerse en cuenta todas las restricciones para ase-
gurar su satisfaccion. Las condiciones de los gradientes de la ecuacion (5.25)
también deben satisfacerse simultdneamente. Estas condiciones tienen un signi-
ficado geométrico. Para ver esto, reescribimos la ecuacion (5.25) como

/

Z ]8 +Z *8g" i=1,..n (5.30)

que muestra que en el punto estacionario, la direccién del gradiente negativo
para la funcién objetivo, es una combinacion lineal de los gradientes de las res-
tricciones con multiplicadores de Lagrange como los parametros escalares de la
combinacion lineal.

Las [/ condiciones en la ecuacion (5.28) se conocen como las condiciones de

cambio o las condiciones de relajamiento complementarias. Ellas pueden satis-

facerse impon*iendo yasea s, = 0 (cero holgura implica desigualdades activas,

es decir g; (x 25: 0), o pr =0 (enestecaso g; debe ser <0 para satisfacer
la factibilidad). Estas condiciones establecen varios casos en calculos reales y su

uso debe entenderse claramente. El numero de condiciones de cambio es igual

al numero de restricciones de desigualdad para el problema. Diferentes combina-

ciones de estas condiciones pueden dar muchos casos de solucién. En general,

con [ restricciones de desigualdad, las condiciones de cambio guian a 2/ casos de

solucion normales distintos (caso anormal es aquél en donde (4= Oy Sp = 0).

Para cada caso, se requiere resolver las condiciones necesarias restantes para
puntos estacionarios. Dependiendo de las funciones del problema, puede ser o
no posible resolver analiticamente las condiciones necesarias de cada caso. Si
las funciones son no lineales, se tendra que usar los métodos numéricos para
hallar sus raices. En resumen, cada caso puede dar puntos estacionarios.

Para problemas generales, las incognitas son X ,A,p y S . Estos son vectores
n-, m- , I- y - dimensionales respectivamente. De este modo, hay (n+m+2[) varia-
bles desconocidas y necesitamos (n+m+2[) ecuaciones para determinarlas. Las
ecuaciones necesarias de Kuhn-Tucker. Estas ecuaciones deben satisfacerse
simultaneamente para puntos estacionarios. Después de que las soluciones
se han hallado, las condiciones necesarias restantes de las ecuaciones (5.29)
deberan verificarse.
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Condiciones de Segundo Orden para Optimizacion Restringida
Las soluciones de las condiciones necesarias son puntos estacionarios.

Las condiciones de suficiencia determinan si un punto estacionario es verdade-
ramente un minimo local o no. En esta seccion, se discutiran las condiciones
necesarias de segundo orden y de suficiencia para problemas de optimizacion
restringidos. Primero se abordaran las condiciones suficientes para problemas de
programacion convexa y luego para problemas de optimizacién mas generales.

Condiciones Suficientes para Problemas Convexos

Para problemas de programacién convexa, las condiciones necesarias de primer
orden de Kuhn-Tucker también resultan ser suficientes. De esta manera, si se
muestra la convexidad de un problema cualquier solucion de las condiciones ne-
cesarias, satisfaceran automaticamente las condiciones suficientes. En adicion,
la solucion sera un minimo global.

Teorema 5.3 Condicién Suficiente para un Problema Convexo

Si f(x) es una funcion objetivo convexa definida sobre una region
factible convexa (conjunto de restricciones), entonces las condiciones
de primer orden de Kuhn-Tucker son necesarias asi como suficientes
para un minimo global.

Condiciones de Segundo Orden para Problemas Generales

Como en el caso no restringido, se puede usar la informacién de segundo orden
acerca de las funciones (es decir, la curvatura) en el punto estacionario x* para
determinar si este es verdaderamente un minimo local. Recuérdese que la sufi-
ciencia local para el problema no restringido requiere que la parte cuadratica de
la expansion en serie de Taylor para la funcién en x* sea positiva para todos los
cambios d no nulos. En el caso restringido, también deben considerarse restric-
ciones activas en x* para determinar cambios factibles d. Se consideraran solo
los puntos x=x*+d en la vecindad de x* que satisfacen las ecuaciones de restric-
cion activas. Cualquier d = () satisfaciendo restricciones activas de primer orden
debe estar en el plano tangente a la restricciéon (véase la figura 5.5)
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Tales vectores d son entonces ortogonales a los gradientes de las restricciones
activas (los gradientes de las restricciones activas son normales al plano tangente
de la restriccién). Por lo tanto, el producto punto de d con cada uno de los gradien-
tes de las restricciones vy Vg, deben ser cero, es decir,

Vh} -d=0
Vgl -d=0

De este modo, las direcciones d son determinadas para definir una region factible
alrededor del punto x*. Obsérvese que solo las restricciones de desigualdad acti-
vas son usadas en determinar d.

Para derivar las condiciones de segundo orden, se escribira la expansion en serie
de Taylor de la funcion de Lagrange y se considerara solo aquella d que satisfaga
las condiciones anteriores, x* es entonces un punto minimo local si el término de
segundo orden de la expansion en serie de Taylor es positiva para todo d en el
plano tangente de la restriccion. Esta es entonces la condicién suficiente. Como
una condicion necesaria, el término de segundo orden debe ser no negativo.

Se resumen estos resultados en los siguientes teoremas:

a) Vh(x*)T

hix)=0
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b)

Vh(x*)T

Plano tangente

c) Vh(x)!

I(x)=0

Vkl (x* }T

Plano tangente

hy(x)=0

Figura 5.5 Planos tangentes (a), (b) y (c) a las restricciones en x* .
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Teorema 5.4 Condiciones Necesarias de Segundo Orden

*
Sea X un punto que satisface las condiciones necesarias de K-T.

*
Se define la matriz Hessiana de la funcion de Lagrange L en X como

m [
VL=V’ +Y NV2h+> Vg, (631)
j=1 k=1

Sea d una direccién factible no nula (d = 0) que satisface al siguiente
sistema lineal en el punto x* :

Vi -d=0, j=1,...m (5.32)

Vgi -d=0,V g (x) activa (5.33)

%
entonces, si X es un punto minimo local para el problema de optimiza-
cion debe satisfacerse que

d’ - v’L-d >0 (5.34)

Obsérvese que cualquier punto que no satisface las condiciones necesarias de

segundo orden, no puede ser un punto minimo local.
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Teorema 5.5 Condiciones Suficientes de Segundo Orden

*
Sea X un punto que satisface las condiciones necesarias de primer
orden de K-T. Sea la matriz Hessiana de la funcion Lagrangiana en x*
como

m !
2 2 *o2 *v2
VL=V f+ZAjV h; +Zukv 8k (5.35)
j=1 k=1

Definimos direcciones factibles no nulas (d = 0) como soluciones de
los sistemas lineales

Vhi-d=0, j=1,..,m (5.36)

Vgl - d=0, k=1,..,1 (5.37)

para desigualdades activas con i, > 0.

También sea ngT-d§ 0 para aquellas restricciones con p;, =0. Si

d’ .sz(x*) d>0 (5.38)

%
entonces, X es un minimo local aislado (aislado significa que no hay
otros puntos minimos locales en la cercania o vecindad de x*).

Obsérvese primero la diferencia en las condiciones para las direcciones d en
(5.33) para la condicion necesaria y (5.37) para la condicion suficiente. En (5.33)
todas las desigualdades activas con multiplicadores no negativos estan incluidas,
mientras que en (5.37) sélo aquellas desigualdades activas con un multiplicador
positivo son incluidas.
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Condiciones Necesarias de Primer Orden: Restricciones de Igualdad

La deduccion de condiciones necesarias y suficientes para que un punto sea un
punto minimo local sujeto a las restricciones de igualdad es bastante sencilla,
ahora que se conoce la representacion del plano tangente. Se comienza dedu-
ciendo las condiciones necesarias de primer orden.

*
Lema 5.1 Sea X un punto regular de las restricciones h(x):()
y un punto extremo local (minimo o maximo) def(x) sujeto a estas
restricciones. Entonces todo y € E” que cumpla

vh! (x*)y =0
(5.39)
debe cumplir también

VTf(x*)y —0 (5.40)

El lema anterior expresa que Vf (x*) es ortogonal al plano tangente. A conti-
nuacion, se concluye que esto implica que Vf{x* es una combinacioén lineal de
los gradientes de h en x*, una relacion que da lugar a la introduccion de los mul-
tiplicadores de Lagrange.

Teorema 5.6

* . . .
Sea X un punto extremo local de f (x) sujeto a las restricciones
h(x)=0. Supongase, ademas que x* es un punto regular de estas restric-
ciones. Entonces, existeun A € I " tal que

Vf(x*) +2I'vn? (x) —0 (5.41)
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Obsérvese que las condiciones necesarias de primer orden (5.41) junto con las
restricciones

h(x")=0

proporcionan un total de n + m ecuaciones (en general, no lineales) en las
n+m variables que comprenden x*, A. Asi, las condiciones necesarias son un
conjunto completo, pues, al menos localmente, determinan una solucién unica.

Conviene introducir el Lagrangiano asociado al problema con restricciones defi-
nido como

l(x,)») = f(x) + kTh(x) (5.42)
entonces, las condiciones necesarias se pueden expresar en las formas

(5.43)

Vil (x,4)

0
V;j(x,k) 0

(5.44)

la segunda no es mas que un nuevo planteamiento de las restricciones. Se deja-
ra, por un momento, el desarrollo matematico para considerar algunos ejemplos
de problemas de optimizacion con restricciones.

Ejemplo 5.5: Considérese el problema

Minimizar f(x) = XXy + Xpx3 + X1 X3

Sujeta a: h(x):xl—l—xz +x3—-3=0
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Solucion:

Las condiciones necesarias se convierten en

X2+X3+>\:O
X1+X3+>\:0
XI+X2+>\:O

estas tres ecuaciones, junto con la restriccion, proporcionan cuatro

ecuaciones que se pueden resolver para las cuatro incégnitas x,, x,, x, y A. La
solucion da

x T =(LL1)y A" =-2

Condiciones de Segundo Orden

Con un argumento analogo al utilizado para el caso sin restricciones, también se
pueden deducir las correspondientes condiciones de segundo orden paEa proble-
mas con restricciones. En esta seccién, se supone que f (x), h(x)e C~.

Teorema 5.7 Condiciones Necesarias de Segundo Orden
Sup(’)rlgase que X* es un minimo local de f(x) sujeto a h(x) =0y

que x es un punto regular de estas restricciones. Entonces, existe un
A€ E™ tal que

Vf (x)+2'vh! (x)=0 (5.45)
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Si se representa por T el plano tangente, T = {y :Vh! (x)y = 0}
entonces la matriz

L(x*) = F(x*) + xTH(x*) (5.46)

es semidefinida positivaen 7', esto es, yTL (x*)y > () paratodoy € T .

El teorema anterior es el primer encuentro con la matriz L=F+ATH que es la matriz
de las segundas derivadas parciales con respecto a x , del Lagrangiano /(x) . Esta
matriz es la base de la teoria de algoritmos para problemas con restricciones y se
encontrara a menudo en las secciones posteriores. A continuacion, se enuncia el

conjunto correspondiente de condiciones suficientes.

Teorema 5.8 Condiciones de Suficiencia de Segundo Orden

Supdngase que hay un punto X que satisface h(x*) =0 yun A€ E"
tal que

Vf(x*) +al'vh’ (x) —0 (5.47)

Supdngase también que la matriz L x*>:F X +}.TH(X*)GS definida
positiva en 7 = {y :Vh’ (x*)y = 0}, estoes,para y€ T y =0 secumple
que

YTL(X*)Y >0 (5.48)

%
entonces, X es un minimo local estricto de f(x) sujeta a h(x) =0.
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Ejemplo 5.6: Considérese el problema

Maximizar f<x> = XIXZ + X2x3 + xl.X'3

Sujeta a: h(x>:x1—|—x2 +x3;—-3=0

Solucion:

* %k
En el ejemplo 5.5 anterior resulté que X T — (1,1,1) y A = —2, satisfacen las
condiciones de primer orden. En este caso, la matriz L=F+AL™H se convierte en

=

|
_— = O
— o —
O = =

gue no es ni positiva ni negativa definida. Sin embargo, en el subespacio

T={y:y+y,+y;=0}

se observa que

0 1 Ijf»n Yo+ V3

T
Y Ly=(y,y,»3)|1 0 1| ya|=(yu00. )| 1+ 1
1 1 0){y yi+»m

= (2t y3)F 32 (0 +33)+ m (0 +2) == (37 +33+3)

y asi, L es definida negativa en T . Por tanto, la solucion es un maximo local.
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Restricciones de Desigualdad

Se trataran ahora problemas de la forma

Minimizar f(x)
Sujetaa: h(x)=0 (5.49)

Se supone que f(x) y h(x) son como antes y que g(x) es una funcién
[-dimensional. Inicialmente, se supone que £x), h(x) y g(x) tienen primeras de-
rivadas parciales continuas.

Condiciones Necesarias de Primer Orden
Con la consiguiente generalizacion de la definicidon anterior, se puede estable-

cer un paralelismo con el desarrollo de las condiciones necesarias para las
restricciones de igualdad.

Definicion 5.3:

S
Sea X un punto que satisfaga las restricciones

(5.50)

y sea K el conjunto de indices k para el cual gr <X*5): 0. Entonces se
dice que x* es un punto regular de las restricciones (5.50) si los vectores
gradientes th x*), Vg (i*) ,1<j<m, k € K sonlinealmente indepen-
dientes.

250



Fundamentos de optimizacion restringida

Se observa que, segun la definicion de restricciones activas, un punto x* es un
punto regular si los gradientes de las restricciones activas son linealmente inde-
pendientes. O de otra forma, x* es regular para las restricciones si es regular en
el sentido de la definicidon anterior para restricciones de igualdad aplicadas a las
restricciones activas.

Teorema 5.9 Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

*
Sea X un punto minimo relativo para el problema

Minimizar f(x)
Sujetaa: h(x)=0 (5:51)
g(x)<0

y supdéngase que X esun punto regular para las restncmones
Entonces, existe un vector A € E” y un vector uGE p> 0 tal que

Vf( )+LTVhT( )+uTVg( ):0 (5.52)

g (X*) 0 (5.53)

Ejemplo 5.7: Considérese el problema

Minimizar f(x) = 2x12 +2x1x) + x% —10x; —10x,

(
(

x):xlz—l—x%—SgO
X)=3x+x,—6<0

Sujetaa: g
&2
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Solucion:

Las condiciones necesarias de primer orden, ademas de las restricciones, son:

4x; +2x, =104+ 2pyx; +3p, =0
2x; +2x, =104+ 2%y + p1 =0
M(xlz—i—x%—S):O
u2(3x1+x2—6)20
=0
py >0

Para hallar una solucién, se definen varias combinaciones de restricciones acti-
vas y se verifican los signos de los multiplicadores de Lagrange resultantes. En
este problema, se puede intentar hacer activas ninguna, una o dos restricciones.
Al suponer que la primera restriccion es activa, y la segunda inactiva, resultan las
ecuaciones

4.x1 +ZX2 _10+21LL1X1 :0
2x1 +2.X2 —10+21U1XZ :O
x12+x§—5:0

que tienen la solucion X © = (1 2) : ,uf =1 . Esto produce 3x; +-x, =35 ',

por tanto, se satisface la segunda restriccion. Asi como Iu =1>0,secon-
cluye que esta solucion satisface las condiciones necesarlas de primer orden,

(,uZ—O)
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Condiciones de Segundo Orden

Las condiciones de segundo orden, necesarias y suficientes para problemas con
restricciones de desigualdad, se deducen esencialmente teniendo en cuenta sélo
el problema con restricciones de igualdad implicado por las restricciones activas.
El plano tangente apropiado para estos problemas es el plano tangente a las
restricciones activas.

Teorema 5.10 Condiciones Necesarias de Segundo Orden

Supoéngase que las funciones fgx*g , h(x) y g(x) tiene segundas
derivadas parciales continuas y que x* es un punto regular de las
restricciones (5.50). Si x* es un punto m|'rlJimo relativo para el proble-
ma (5.49), entonces existe L € E™ pe E', n>0 tales que se cumplen
(5.52) y (5.53) y tales que

IEETERTE

es positiva semidefinida en el subespacio tangente de las restricciones

activas en x*.

Al igual que en la teoria de la minimizacion sin restricciones, se puede formular
una inversa del teorema de la condicion necesaria de segundo orden, para
obtener un teorema de la condicién suficiente de segundo orden. Por analogia,
con la situacion sin restricciones, se puede esperar que la hipoétesis requerida
sea que L(x*) sea positiva definida en el plano tangente T. De hecho, esto es
suficienteen la mayoria de las situaciones. Sin embargo, si hay restricciones de
desigualdad degeneradas (esto es, restricciones de desigualdad activas que
tengan cero como multiplicador de Lagrange asociado), se debe exigir que L(x*)
sea positiva definida en un subespacio mayor que T.
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Teorema 5.11 Condiciones de Suficiencia de Segundo Orden

Sean f( ) ( ) y g( ) € C? . Las condiciones suficientes para
que un punto x* que satisfaga (5.50) sea un punto m|n|mo relativo
estricto del problema (5.49) es que exista L & E™ TS E' tal que

n>0 (5.55)
uTg(x*) =0 (5.56)
f (x')+ 4" Vn' (x")+-n" Vg (x") =0 (5.57)
y la matriz Hessiana
L(x*):F(x*)+xTH<x*)+uTG<x*) (5.58)

sea positiva definida en el subespacio

T = {y Vi (x")y = OVTgk(*)y:O,VkGK}

donde K:{k:gk (X*):O, Lk >0} :

Se observa, sobre todo, que si todas las restricciones de desigualdad tienen mul-
tiplicadores de Lagrange correspondientes estrictamente positivos (sin desigual-
dades degeneradas), entonces el conjunto K incluye todas las desigualdades
activas. En este caso, la condicion suficiente es que el Lagrangiano sea positivo
definido en 7, el plano tangente de las restricciones activas.

254



Fundamentos de optimizacion restringida

Condiciones Suficientes para Problemas Convexo

Para problemas de programacién convexa, las condiciones de primer orden de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) también resultan ser suficientes. De esta manera, si
podemos mostrar la convexidad de un problema, cualquier solucion de las
condiciones necesarias, satisfaceran automaticamente las condiciones suficien-
tes. En adicidn, la solucién sera un minimo global.

Teorema 5.12 Condicién Suficiente para un Problema Convexo

Si f (x) es una funcion objetivo convexa definida sobre una regién
factible convexa (conjunto de restricciones), entonces las condiciones de
primer orden KKT son necesarias asi como suficientes para un minimo
global.

Ejemplo 5.8: Considérese el siguiente problema

Minimizar f(x) = xf —i—4x§ —4x

Sujeta a: g(x) =2xy,—x;—122>0
¢ Este problema es un problema de programacion convexa?.

Solucion:

Las matrices Hessianas asociadas a la funcion objetivo y la restriccion son:

Fx)=g 5 vy C=]g o

obsérvese que la Hessiana asociada a la restriccion de desigualdad es concava
y convexa, pero la Hessiana asociada a la funcion objetivo so6lo es convexa para
la region x; 2> Oe indefinida en la region x; <0 -
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Problemas

Resuelva el siguiente conjunto de problemas usando los métodos de reduccion
de variables y/o el método de multiplicadores de Lagrange.

5.1 Un cartel debe contener 300 cm? de texto impreso con margenes superior e

inferior de 6 cm y 4 cm en los laterales. Encuentre las dimensiones del cartel que
minimizan el area total.

5.2 Una caja con base cuadrada y sin tapa debe retener 1000 cm?. Determine las
dimensiones que requieren el menor material para construir la caja.

5.3 Halle el volumen del cilindro circular recto mas grande que puede inscribirse
dentro de una esfera de radio R.

5.4 Se desea construir un recipiente cilindrico de metal con tapa que tenga una
superficie total de 100 cm?. Encuentre las dimensiones de modo que tenga el
mayor volumen posible.

5.5 Inscribir en una esfera de radio 1 m, un cilindro circular que tenga:

a) volumen maximo

b) area lateral maxima.

En ambos casos encuentre las dimensiones, radio de la base y altura.

5.6 Un alambre de 100 cm. de longitud, se corta en dos partes formando con una
de ellas un circulo y con la otra un cuadrado. Como debe cortarse el alambre para
que:

a) la suma de las areas de las dos figura sea maxima y

b) la suma de las areas de las dos figura sea minima.
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5.7
Optimizar: f(x)=x, +3x,
Sujetaa: 2x,+3x,<6
—x, +4x,<4
X,x,20
5.8

Optimizar: f(x)= (xl —%) +(x,-2)

Sujetaa: —x{ +x,>0
X +x,<6

X,%x,20
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Matematicas preliminares






A.1 Introduccion

Para entender los métodos de la optimizacion matematica y su analisis mo-
derno, es importante familiarizarse con el algebra lineal, especificamente con las
operaciones vectoriales y matriciales, y el céalculo basico. Asi, los conceptos
fundamentales del calculo de las funciones, de una y varias variables, también
debe incluirse dentro del estudio de estostemas. En este capitulo se define la
terminologia y su notacion estandar usadas en todo el texto. Es en extremo
importante entender esto debido a que sin ellos podria ser dificil seguir el resto
del texto. La notacion definida aqui no es complicada; de hecho, es muy simple
y casi directa. Cualquier persona con el conocimiento basico en algebra de
matrices y algebra lineal no encontrara dificultades. Se recomienda una revision
de conceptos y definiciones.

A.2 Terminologia basica y notacién

Escalares, vectores y matrices

Definicion A.1 El simbolo J, representa la delta de Kronecker y se
define como '

0 si i=j
6. = T Lj=L2,..,n.

v I si i=] (A1)
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Este simbolo se usa con frecuencia en combinacién con la sumatoria para con-
traer términos y reducir las expresiones a formas mas simples.

Definicién A.2 Un escalar es aquella propiedad fisica 0 matematica que
posee Unicamente magnitud.

Las operaciones con escalares obedecen las mismas reglas del algebra.

Definiciéon A.3 Un vector X es un conjunto ordenado de 7n numeros
reales x;,X,,..., X, tal que n es un numero natural cualquiera indicando
su tamafo, la dimension o su orden.

Estas entidades fisicas o matematicas tienen tanto magnitud como direccion y
suelen representarse en letras minusculas y negrillas. Los vectores pueden ser
de dos tipos; el llamado vector rengldn, cuya representacion es

XT = (xl,X2,...,xn>

(A.2)
y el denominado vector columna, representado por
X
X2
=1 (A.3)
X
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Cuando se transforma un vector columna a un vector renglon, lo que se hace
es escribir la columna como renglon y poner el superindice T en el simbolo x;
esta operacion se conoce como transposicion. Con frecuencia es conveniente
expresar un vector en funcidén de sus componentes segun los ejes de coordena-
das, una vez establecido el convenio para la designacién de éstos ultimos. Con
este propdsito se definen los vectores elementales correspondientes a los ejes
de coordenadas.

Definicion A.4 Un vector elemental en el espacio euclidiano E" esun
vector de magnitud unitaria con la i-ésima componente igual a la unidad
y las restantes componentes nulas, y su direccién apunta a lo largo del
correspondiente eje de coordenadas.

Asi pues,
i-ésima componente

e, =(0,0,...,1,...,0)

\ J
Y

n componentes ( A 4)

es una representacion de un vector renglén elemental de n componentes; el uni-
co valor distinto de cero ocupa la i-ésima posicion, como se indica en la ecuacion
(A.4).

Definicion A.5 El producto interno o escalar de dos vectores elementales
cualesquiera de orden n se define como

T,B _ R
iej _61] s L= 1,...,7’[. (A.5)

263



Aplicaciones de Programacion no Lineal

El resultado es un escalar con valor 0 o 1 obtenido de la definicion (A.1) y ex-
presa las condiciones de ortonormalidad de los vectores elementales entre si.
Obsérvese que ambos vectores elementales deben ser del mismo orden.

Definiciéon A.6 Una matriz es un arreglo rectangular de cantidades que
pueden ser numeros reales o complejos, simbolos, funciones de varias
variables, etc. escritos de la siguiente forma:

4y dip
dyr dypp v Ay

A= : o (A.6)
Ami A2 Amn

Por lo general, las matrices se representan en letras mayusculas y en negrillas.
Se dice que A es una matriz de orden o dimension m x n si ésta tiene m renglones
y n columnas. La matriz A también se puede representar en forma compacta por
medio de sus elementos, de la siguiente manera:

i=1,..m

donde a;; es el elemento de A ubicado en el renglon iy la columna j, mxn es
el orden de la matriz. En este contexto, algunas veces es conveniente pensar en
un escalar, como una matriz de orden [/ x /, en un vector renglén como una matriz
de orden [ x n, y de un vector columna como una matriz de orden nx/ .
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Definicion A.7 La transpuesta de una matriz A se forma intercambiando
los renglones de A por sus columnas, es decir

i=1,..m
ji) > (A-8)
nm - j=1,..,n

Algunas propiedades de la transposicién
T

1) (AT ) —A

2) (A+B) =AT +Bf

3) (AB) =BTAT

Definicion A.8 El producto externo entre dos vectores elementales de
orden diferente (m y n respectivamente) se expresa como

k=1,...m

A.9
[=1,...,n (A-9)

eie? - <€kl >mxn )

donde i y j estan fijos y son arbitrarios; ademas,

0 silaubicacion del elemento kl no coincide con ij
£ =
N silaubicacion del elementokl coincidecon ij
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El resultado es una matriz elemental de orden mxn, ya que €; es un vector ele-
mental columna de orden mx 1 y eTj es un vector elemental renglén de orden Ixn.
Si los vectores elementales tienen el mismo orden, resulta una matriz cuadrada.

En términos de vectores elementales, cualquier matriz A puede escribirse como

A= ZZaljele] (A.10)

i=1 j=I

Operaciones basicas entre matrices

Igualdad de matrices

Amxn — Bmxn A aij — by )

(A1)

Es aparente que la igualdad de matrices no tiene significado a menos que ellas
sean del mismo orden.

Desigualdad de matrices

Amxn < Bmxn A aji < bz] 5 n (A.12)
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Suma de matrices

i=1...m

mxn mxn mxn y

Multiplicacién de matrices

i=1,...m
A iBron = Con Cij Zazkbkjﬂ j=1,n (A.14)

En general, el producto AB de dos matrices A y B se define como la matriz C
tal que el elemento c,en el i-ésimo renglén y la j-ésima columna de C se obtiene
sumando los productos de los elementos del i-ésimo renglén de A y los corres-
pondientes elementos de la j-ésima columna de B tomando cada uno de ellos en
orden. Observe que el niumero de columnas de A debe ser el mismo numero de
renglones de B.

Ejemplo A.1 Calcule AB para las siguientes matrices:

S s

Solucion:
2 33 -2 2 9 —4 1
[1 —4][1 0 —1] [—1 —2 6]
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Definiciéon A.9 El determinante de una matriz cuadrada A se puede
expresar por recurrencia sobre n de la siguiente manera:

Para n=1
det(a;) = ay;
Paran=2
det| 1T 12— aj 1y — dpdy)
a1 dxp
Para n=3

a1 42 93
det|ay; ay Ay |=ayayazs — a;1dysasy — djrdyds3
az) dzy dzjz
+ 12023031 + 41305143, — 13003

En el caso general n xn se define

n
detA:|A|:Za1kC1k s Qe :(—1)l+kD1k . n:2,3,...
k=1

(A.15)

siendo Dy, el determinante de la matriz (7 —1) por (n —1) resultante de su-
primir en A la fila 1 y la columna k.
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Definicion A.10 El menor M;; de la matriz cuadrada A es el arreglo
matricial resultante después de eliminar el renglén i y la columna j de
la matriz A.

Definicion A.11 El cofactor cl-j de la matriz cuadrada A es el escalar
resultante de la siguiente expresiéon

Cij = (— I)H—j dCtMl-j (A.16)

Determinante de una matriz por expansion de menores

Partiendo de las definiciones A.10 y A.11 se tienen dos maneras para calcular
el valor del determinante de una matriz cuadrada A.

Desarrollo por renglén fijando i arbitrariamente

n n
A= "aje; =) (=D g detM; (A17)
Jj=1 j=l1

Usando la notacion de la ecuacion (A.15), Dij =det MU

Observacioén: véase entonces que la ecuacion (A.17) es un caso particular de la
ecuacion (A.15).
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Desarrollo por columna fijando j arbitrariamente

n n
A= "aye; =Y (1) a,detM,; (A.18)
i=1 i=1

Si la matriz es triangular o diagonal las expansiones anteriores se reducen a

n
Al=T [a (A.19)
i=1

Definicion A.12 La matriz adjunta A* de A es la transpuesta de la matriz
de cofactores C de A, es decir

A= ade:CT & a;. =Cj; i,j=1,.,n (A.20)

Definicion A.13 La matriz inversa de A es la matriz Uunica A' que
satisface

AA T=ATTA=T (A.21)
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La matriz inversa existe si y solo si A es no-singular, es decir, si |A| =0 .Si |A| =0
la matriz es singular y su inversa no existe. Una derivacion de la matriz inversa de A
esta dada por

L _adjA_ A (A.22)
detA  |A]

Ejemplo A.2 Obtenga la matriz inversa A de A usando la ecuacién (A.22), si

>

I
< &~ —
© L N

o W

[E—
e

Solucion:

%
Si la matriz de cofactores C y la matriz adjunta A estan dadas por

2 2 =3 2 4 -3
C=[4 —11 6| A=C"=[2 -11 6
-3 6 =3 -3 6 -3
yel det A =—3 , entonces la inversa de A es
. 2 4 -3
A=A Ly s
Al -3
-3 6 =3

Se deja al lector comprobar que AA ' =T=A"TA
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Algunas propiedades de la matriz inversa

1) ‘A‘l‘:—
2) (A_I)I:A
(s

T
4) Si A es simétrica (AT = A), entonces (A_1> = A"

_ 1
5) Si A es diagonal invertible, entonces A I [—J
nxn

aji

6) (AB) ' =B A

Productos y normas de vectores y matrices
Sea X un vector en el espacio Euclidiano de n dimensiones (X € R" )y A una

matriz simétrica (A™=A) de orden n x n; otros productos entre vectores y matrices
comunmente encontrados incluyen los siguientes:

1) Producto entre un vector renglon y una matriz:
T T
x A= Z X, (A.23)

y el resultado es un vector renglon de 1 x n.
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2) Producto entre una matriz y un vector columna:

n
Ax= ) a;xe (A.24)
i, j=1

y el resultado es un vector columna de n x 1.

3) Producto entre un vector renglén, una matriz y un vector columna:

n
i, j=1

resulta ser un escalar.

4) Producto entre un vector renglon y un vector columna:
xx! = Z XX ee. (A.26)

resulta ser una matriz de orden nxn .

Definicion A.14 La magnitud, la longitud o la norma (euclidiana) de un
vector x se expresa como

[l =Vx"x =

(A.27)
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Ejemplos de otras definiciones de normas vectoriales posibles son

1) ”X” = max |xl~| (norma maxima).
o0 .
1<i<n

n

2) ||X||1 = Z|xi| (norma de la sumatoria).
i=1

Estos casos y la norma euclidiana son casos particulares de normas de Holder
parap=o00,p=1y p=2.

(A.28)

Definicion A.15 La magnitud, |la longitud o la norma de Frobenius de un
matriz A se expresa como

(A.29)

Ejemplos de otras normas matriciales posibles son

n
DAl = max > la;
S

n

2) ||A||1 = max Z

a.:
1<j<n v
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Dependencia e independencia lineal, rango de una matriz

Definicién A.16
Una combinacién lineal de vectores X;, i =1,...n con un conjunto de

escalares ¢;,i =1,...n se define como

n
> ox;=y=Xa (A.30)
i=1

Donde X; , i=1,...n son las columnas de X. Entonces:

1. Las columnas de X son linealmente dependientes si
a) Xa = 0 puede satisfacerse parauna o= 0 6

b) X es singular, es decir, det X =0 vy X! no existe.

2. Las columnas de X son linealmente independientes si

a) Xa =0 soloparauna a=10 ¢

b) X es no singular, es decir, det X =0 y X! existe.

Definicion A.17 El rango de una matriz es igual al numero de renglones
o columnas linealmente independientes y se denota por r, .
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Obsérvese que el rango no depende de si se toman renglones o columnas lineal-
mente independientes.

Valores y vectores propios de una matriz

Definicion A.18 Asociada con cada matriz cuadrada A de orden nxn
existe una funcion

f(\)=det(A— ) (A.31)

llamada la funcién caracteristica de A .

Definicion A.19 La ecuacion

F)=det(A—X)=0 (A.32)

puede expresarse en forma polinomial como

n

ch)\”‘k —0 (A.33)
k=0

y se llama la ecuacion caracteristica de la matriz A .

Definicion A.20 Las # raices de la ecuacion caracteristica de una matriz
cuadrada A se conocen como valores propios de A y también se cono-
cen como valores caracteristicos o incluso eigenvalores.
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Ejemplo A.3

Dada la matriz ,

3 0 2
A=(—-6 5 1
9 =51

determine su ecuacién caracteristica y valores propios.

Solucion:

Para hallar la ecuacioén caracteristica de A debe calcularse el determinante de

30 2 1 0 0
6 5 1|=X0 1 ofl=X-9\2+100=0
9 —5 1 0 0 1

Esta es la ecuacion caracteristica y para determinar los valores propios de A ,
debe resolverse la ecuacion obteniéndose todas sus raices. Entonces

N =907 100> = A(A? = 9A+10]=0
cuyas raices son
N=0, N=—+— Mh=———
las cuales son los valores propios de la matriz A .
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Definicion A.21 Cualquier vector columna no nulo denotado por X;, de
manera que

AX: = \.X. (A.34)

1 171

se llama vector propio de A asociado al valor propio /\i'

Un importante e interesante teorema de la teoria de matrices es el Teorema de
Hamilton-Cayley.

Teorema A.1 Toda matriz cuadrada A satisface su propia ecuacion
caracteristica.

Si A es reemplazada por la matriz A de orden 'y el nimero real ¢,, es reemplaza-
do por el multiplo matricial ¢ I , donde I es la matriz identidad de orden », entonces
la ecuacién caracteristica de la matriz A resulta en una ecuacion matricial valida,
es decir,

anck ATk _ g (A.35)
k=0

El teorema de Hamilton-Cayley puede aplicarse al problema de determinar la
matriz inversa de una matriz no singular A. Sea

e+ N e, A e, =0
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la ecuacién caracteristica de A . Observe que como A es una matriz no sin-
gular, ) =0, es decir, todo valor propio es no nuloy ¢, = 0. Por el teorema de
Hamilton-Cayley,

A"+ A" e, Ate =0

y entonces

1 _
I = ——(CoAn + ClAn ! + e + Cl’l—lA) (A36)

C}’l
si ambos lados de (A.36) son multiplicados por A_1 , €l resultado es

_ 1 _ _ .
A IZ—C—(COA" LA 2+"'+Cn11) (A.37)

n

Ejemplo A.4 Use el teorema de Hamilton-Cayley para hallar la matriz inversa de

1 0 1
A=|-1 1 -3
2 2 4

Solucion:

La ecuacion caracteristica de A es

A 6A2 130 —6=0
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Por el teorema de Hamilton-Cayley resulta

AY —6A%2 L13A —61=0,

I:%(A3 _6A2 +13A),
A :%(Az _6A+131)

y por lo tanto,

1 0 1) 1 0 1 1 00
Al =M1 1S3 —el-1 1 —3|+13l0 1 0
%la 2 4 2 2 4 0 0 1

5 1 1

3 3 6

Al L 11

3 3 3

11

3 3 6

Observe que el calculo de una matriz inversa por el uso de la ecuacién (A.37) es
muy adaptable a una computadora digital y no es dificil de calcular manualmente
para pequenos valores de n. Por ultimo, usando la ecuacion (A.37) ahora es po-
sible expresar cualquier potencia entera negativa de una matriz no singular A de
orden n en términos de una funcion lineal de las primeras (n-1) potencias de A.

280



Apéndice A. Matematicas preliminares

Clasificacion de las matrices simétrica

Definicion A.22 Una matriz simétrica A de orden n x n puede dividirse
en submatrices escaladas, como se muestra a continuacion:

Q| 42| az| - q,

dy; dp| 93| - a4y, (A.38)
A - oo a
43) 4z  dz3| 3n
Ayl Apa Ayz 0 Ay

Los determinantes de las submatrices principales de A

app ap a3
D —=a,. D,=|"" 2| p — D —|A
son Yy=a, = » 3y =ldy; dyy  Ap3)seees n*| |

dyp dxp
a3 4z dz3

Todos los determinantes de las submatrices escaladas de A se conocen
como los menores principales de A .
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Menores principales de una matriz A simétrica

Para i=1,2,...,n

1) A es positiva definida si'y solo si D; >0 .

2) Aes positiva semidefinida si y solo si Dl- >0.

3) Aes negativa definida siy sélo si (— l)iDi >0.

4) A es negativa semidefinida si'y solo si (— l)iDl- >0.

5) A es indefinida siy sélo si la sucesion Dl- es distinta a lo anterior.

Ejemplo A.5 Dada la matriz

ol ]

determine usando el criterio de determinantes de los menores principales, si la
matriz es: positiva definida, positiva semidefinida, negativa definida, negativa se-
midefinida o indefinida.

Solucion:

Los determinantes de los menores principales de la matriz A son

a a
Di=a,=1>0 y Dy,=|" "?=-1<0

dyy dax

segun la clasificacion anterior, esta matriz es indefinida.
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Valores propios de una matriz A simétrica

Parai=12,...,n

1) A es positiva definida si y solo si )xi > 0.

2) Aes positiva semidefinida si y solo si )‘i >0.

3) Aes negativa definida siy solo si \; < 0 .

4) Aes negativa semidefinida si y solo si \; < 0 .

5) Aes indefinida siy solo sila sucesion para algunas i, A;=> 0 ylas

restantes \; <O0.

Ejemplo A.6 Dada la matriz del ejemplo A.5, determine si ésta es; positiva defi-
nida, positiva semidefinida, negativa definida, negativa semidefinida e indefinida
usando el criterio de los valores propios.

Solucién:
Los valores propios de la matriz A son

AN =24~/5=42360>0y A\, =2—~/5=-02360<0

segun la clasificacion anterior, esta matriz es indefinida, resultado que
concuerda en el ejemplo anterior.
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Mas propiedades de las matrices simétricas

1) Si \; =0 para alguna i, entonces det A =0 .
2) Los valores propios de A y AT son los mismos.

3) Los valores propios de una matriz diagonal son iguales a los elementos de la
diagonal principal.

4) Si )xl- son los valores propios de A, entonces )\i—l son los valores propios de
A,

5) Si los valores propios de una matriz son distintos, entonces los vectores pro-
pios asociados son linealmente independientes.

6) Si A es una matriz real, entonces los valores propios de A son reales.

7) Si A es una matriz real, entonces los vectores propios de A asociados con dis-
tintos valores propios son vectores mutuamente ortogonales.

Formas cuadraticas

Definiciéon A.23 Una forma cuadratica real es un polinomio homogéneo
de segundo grado en n variables x , x.,..., x,_ es decir, es una funcion po-
linomial de la forma

f(AX)= ZZaijxl-xj A.39)

i=1 j=1

Toda forma cuadratica puede expresarse como un producto matricial de la si-
guiente manera

F(A,x)=x Ax (A.40)
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donde A, si es una matriz simétrica real, es Unica; si no es simétrica, entonces A
no es unica.

Ejemplo A.7 Exprese la siguiente forma cuadratica en forma matricial

(A, X) =3x7 +10x,x, +3x3

Solucion:

La transformacion queda expresada por

35
S(AX) =3x2 +10x,x, +3x7 = (x.7,)" [5 3][x1]: x’ Ax
X2

o bien, podria ser

310
f(A,x):3x12+10x1x2+3x22:(xl,xz)T[O 3][x1]:xTAx
X2

33
F(A,X)=3x] +10xx, +3x5 = (xl,xz)T [7 3][x1 ] —=x Ax
*2

Obsérvese que la primera forma matricial contiene a una matriz simétrica y esta
es Unica, mientras que en las otras formas matriciales se tienen dos matrices no
simétricas.
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Clasificacion de las formas cuadratica

1) Si XTAX > () paratodo valor de X, la forma cuadratica se llama positiva definida.

2) Si x Ax < 0 para todo valor de X , entonces se le llama negativa definida.

3)Si XTAX > () laforma cuadratica se conoce con el nombre de positiva semidefinida.
T . .

4)Si X" AX <0 se conoce como negativa semidefinida.

5) Si XTAX toma valores negativos o cero para ciertos valores de X, y positivos

para otros valores de x, entonces la forma cuadratica se llama indefinida.

Ejemplo A.8 La forma cuadratica del ejemplo A.7 seria una forma cuadratica
indefinida porque ésta toma valores positivos para ciertos valores de x y valores
negativos para otros valores de x, como puede verificar el lector.
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seience

El contenido del libro conjunta el material fundamental
de un curso introductorio de optimizacién no lineal
utilizado por los autores, en un periodo de méas de
veinte anos. La motivacién principal para escribir esta
obra no ha sido la ensenanza de las matematicas en si
(sin presentar extensas deducciones matematicas), sino
para equipar a los estudiantes en los fundamentos de la
optimizacion matematica y sus algoritmos de manera
integral: conceptos, desarrollo de habilidades para la
implementacion de  programas de cémputo y
metodologia en la solucion de problemas que se pueden
abordar con los métodos de la optimizacion no lineal

en particular.

La obra tiene una presentacién gradual, de lo simple a
lo complejo, y se inicia con la introduccion de los
conceptos elementales de optimizaciéon considerando la
clasificacién de los problemas, las propiedades de las
funciones de una y varias variables, las condiciones
necesarias y suficientes de optimalidad sin restricciones
y de optimizacién cuadratica, y su interpretacion
geométrica. Para ello se presentan ejemplos de cada

tematica y problemas propuestos.
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