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NOTES

Nota 1. Sobre els objectius d’aquest text

Aquest text s’ha concebut com un material docent per a assignatures de master
en que Uschednling tingui un pes important, perdo no majoritari, en el programa.
Hem pretes, sense suposar que I'estudiant en tingui cap coneixement previ, do-
nar-ne una visi6 actual tenint-ne present el desenvolupament historic i aportaci-
ons recents, incloent-ne algunes del nostre grup de recerca.

Per descomptat, atesa I'extensié d’aquest camp de coneixement, no ens hem
plantejat Pobjectiu, impossible, que el text fos exhaustiu (en el titol ja s’ha in-
dicat que es tracta d’una introduccid, tot i que és una introduccié relativament
avancada), siné que doni elements que facilitin I'accés a textos més amplis. Els
problemes que s’hi tracten, exclusivament deterministes, s’han seleccionat per la
seva rellevancia en el desenvolupament de la teoria de Uscheduling o pel seu interes
de cara a I'aplicacié. Hem inclos algunes demostracions per il-lustrar pautes de
raonament utils per seguir o elaborar altres demostracions o que poden suggerir
procediments de millora (com ara les demostracions basades en un argument
d’intercanvi).

Els problemes de scheduling son, al cap i a la f1, problemes d’optimitzacié combi-
natoria, per la qual cosa les idees sorgides en el camp de I'scheduling son ttils per
a altres problemes d’optimitzacié combinatoria i viceversa. Per aixo en alguns
casos hem indicat aquestes connexions. La familiaritat amb I'optimitzacié com-
binatoria facilita sens dubte la comprensié del text i d’alguns desenvolupaments
possibles.
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Les referéncies a la complexitat dels problemes les hem reduides a les que ens
han semblat indispensablesl.

Per ampliar coneixements sobre el tema, és especialment recomanable Pinedo
(2012), reconegut actualment com el principal llibre de text avangat en materia
de scheduling 1 que conté unes sis-centes referencies. En particular, inclou un trac-
tament extens dels models estocastics.

Amb un enfocament més orientat a les aplicacions industrials, Framinan i Ruiz
(2010), Romero-Silva ez al. (2015) i, sobretot, Framinan e a/. (2014), que, com
suggereix el seu titol, situa els problemes de scheduling en el context de la industria
manufacturera.

També és util Companys (2003) amb molta informacié sobre el comencament i
els fonaments de la mateéria 1 exercicis nombrosos, en molt casos desenvolupats
detalladament”.

Nota 2. Sobre la terminologia emprada

En el camp de 'optimitzacié combinatoria es denomina problema a una pregunta
relativa a una estructura de dades. Per exemple, el TSP (Travelling Salesman —o Sa-
lesperson— Problem), consisteix a trobar un circuit hamiltonia de cost minim en un
graf. Els casos particulars del problema es denominen, en angles, instances. Tot i
que aquest terme té com a traduccions prou conegudes exemple (for instance: per
exemple), cas o ocasid, se sol substituir per instancia o /ustancia en textos o pre-
sentacions en catala o en castella, pero aixo no sembla justificable. En el nostre
grup de recerca, ia la docencia, fem servir, des de fa molts anys, el terme exemplar,
el qual preferim a exemple, perque aquest darrer té altres connotacions i exemplar
(“individu d’una especie o classe d’animals, de plantes o d’objectes, que figura en

! Una introducci6 a la teorfa de la complexitat a I'apendix D de Pinedo (2012).

>En tot el text hem procurat incloure les referéncies corresponents a la formulacié dels
problemes, les demostracions i els algorismes. També hem citat, quan el coneixem, Iorigen
d’alguns exemples. Tot i que en molts casos no el sabem de cert, volem fer constar que alguns
procedeixen de les classes del professor Ramon Companys, que va introduir 'ensenyament de
Uscheduling a PETSEIB fa gairebé 50 anys, o estan recollits en textos dels quals és autor (en
particular, a Companys, 2003).
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una col'lecci6”) expressa perfectament la idea de representant d’una especie (en
el nostre cas, el problema ta el paper de espécie).

Hem decidit no traduir alguns termes anglesos, quan ens ha semblat que la tra-
ducci6 literal no n’expressava prou bé el significat en el context d’aquesta tema-
tica.

Entre d’altres, particularment, scheduling (“programacié” s'hi ajusta forca, i oca-
sionalment en fem us en el text, pero no és ben bé equivalent), flow-shop (“taller
de flux”), job-shop i open-shop. En canvi, en comptes de job hem optat per “feina”.

En alguna ocasi6 fem s, en relacié amb el temps necessari per a 'execucié d’un
algorisme, de I'expressié “temps acceptable”, que, certament, és poc precisa.
Tanmateix, a la practica, en una aplicaci6 real, no és dificil determinar que és un
temps acceptable, el qual té relacié amb el tipus de problema que es tracta de
resoldre i del context en que es planteja (pot anar des de fraccions de mil-lisegon,
en una aplicacié per d’ordenar 'expedicié de missatges en una xarxa, a hores o
dies si es tracta de programar les feines de la setmana o de 'any, respectivament).

Finalment, en la definicié d’alguns problemes cal indicar propietats relatives a
I'ordre en que les feines han de passar per les maquines (les rutes de les feines)
o a lordre en qué les maquines veuen passar les feines’. També es pot dir, de
manera equivalent, que les feines visiten o veuen les maquines i que les maquines
veuen les feines.

’ Aquestes expressions tenen l'inconvenient que semblen suggerir que les maquines tenen
posicions fixes i les feines sén mogudes (o es mouen) per anar a les maquines. Aixo és aixi en
molts casos, pero també n’hi ha en que la feina es estatica i les maquines s’hi han d’acostar per
fer les operacions corresponents.






CaprPiTOL 1 -

INTRODUCCIO

1.1. Scheduling: qué és i per a qué serveix

Scheduling es refereix a una familia amplia de problemes de programacié d’activi-
tats que, per ser dutes a terme, requereixen uns recursos escassos.

Exemples de programacié d’activitats que sén problemes de scheduling:

* Comandes amb dates de lliurament determinades, per tal de minimitzar els
retards en relacié amb aquestes dates.

* Operacions en un taller de producci6 de peces metal-liques, per tal d’acabar
com més aviat millor un conjunt determinat de comandes.

= Aterratges d’avions en una pista d’un aeroport, per tal d’ajustar-se tan com
sigui possible als horaris previstos tot respectant les condicions de seguretat.

* Programes informatics, amb disponibilitat de CPUs diverses per execu-
tar-los.

» Operacions en un quirofan.

Aquesta llista, que recull només uns pocs exemples entre els molts possibles, posa
de manifest la diversitat dels problemes de scheduling pel que fa als entorns en que
es plantegen, la naturalesa de les activitats, el nombre i naturalesa dels recursos
1 els criteris que es desitja optimitzar o que s’adopten per valorar les solucions.
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Observeu que per definir una solucié cal decidir amb quins recursos es fan les

activitats, en quin ordre i en quin moment.

Ara bé, hi ha problemes de programacid d’activitats que, per les seves peculiari-
) p prog que, p p

tats o per la seva importancia, generalment, o mai, no es consideren inscrits en
I'ambit de Uscheduling:

Programacié de projectes.

Rutes de vehicles.

Horaris de classes.

Horaris de transport public (ferrocarrils, etc.).
Linies de muntatge o de produccio.
Organitzacié del temps de treball.

¢ caracteritza, doncs, els problemes de scheduling?:

Uns elements que han de ser processats. Poden ser els materials amb que
s’obtindran unes peces, persones, programes informatics, avions, coman-
des... Genericament se solen denominar peces, comandes o, en anglés, jobs
(que, en aquest text traduim per feines). Per denotar el nombre de feines,
quan esta determinat, s’utilitza habitualment el simbol #.

Cada feina compren un conjunt d’operacions, entre les quals pot haver-hi,
o no, relacions de precedencia. Aquestes, 1 és un cas forca habitual, poden
arribar a definir totalment Pordre en que s’han d’executar les operacions.

Per dur a terme les operacions calen uns recursos: maquines, persones, sec-
cions d’una planta industrial, pistes d’aterratge, CPUs... Per referir-nos-hi
gencricament farem servir el terme maquines. Per al nombre, el simbol 7.

Cada operaci6 té associat un conjunt de maquines, que pot tenir un o més
elements, els quals sén les maquines que poden dur a terme operacio.

El temps que requereix el processament d’una operacié en cada una
de les maquines que té associades se suposa conegut (el valor, si es
considera determinista; la distribucid, en el cas que es consideri esto-
castic). La notacié habitual corresponent al temps de processament en
la maquina 7 de 'operaci6 £ de la feina j (que consta de #, operacions)
éspu =1, .,mj=1,..,mk=1,..,0).
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» Hs tracta de determinar les maquines en que s’han de fer les operacions i
els instants d’inici de cada operacié (o de cada part de cada operacié que
sigui divisible), tot respectant les restriccions derivades de la naturalesa de
les feines i de les maquines 1 optimitzant un o més criteris.

Els problemes de scheduling han existit des que existeixen els sistemes productius,
pero es considera que el primer en tractar-los formalment (Potts i Strusevich,
2009) va ser Henry Laurence Gantt™ a Gantt (1913)°. Pero no tornaren a apa-
reixer treballs significatius sobre el tema fins a la publicacié de Johnson (1954).
Aquest article inicia un corrent de publicacions d’intensitat creixent (segons Potts
i Strusevich, 2009: més de 200 des de 1996; 300 a 2005, 2006 i 2007).

Com anirem veient, la recerca en materia de seheduling sha centrat molt majoritari-
ament en problemes molt abstractes, la relaci6 dels quals amb els problemes reals
no sempre ¢és immediata. Tanmateix, els models que sén objecte de la recerca
moltes vegades donen respostes (que en alguns casos son regles d’aplicacié molt
senzilla i que requereixen pocs calculs) directament aplicables a situacions reals.
A més, 'estudi dels models i de llurs algorismes de resoluci6 ajuda a comprendre
el funcionament dels sistemes reals i dona idees 1 esquemes per tractar els pro-
blemes que s’hi presenten’.

1.2. Dues primeres classificacions dels problemes de scheduling

Els problemes de scheduling es poden classificar de maneres diverses, perque les
caracteristiques que els diferencien significativament sén molt nombroses. De

' 1861-1919.

5 http:/ /en.wikipedia.org/wiki/Henry_Gantt conté informacié sobre la vida i obra de Gantt
—informacié que s’ha de llegir criticament: diu que el PERT és una variant del diagrama de
barres— i enllacos a les seves obres.

° A Potts i Strusevich (2009) es déna com a data d’aquesta referéncia 1916 i a larticle de Wikipedia
sobre Gantt també es diu que la primera discussio sobre scheduling apareix, 'any 1916, a la 2* edicié
de Work, Wages, and Profits. Tanmateix, en el mateix article de Wikipedia hi ha un enllag a original
de la 2* edici6 d’aquesta obra i la data que hi figura és 1913.

" Com s’ha indicat en la Nota 1, al principi del text, en aquest només es tracten problemes
deterministes. I.’aleatorietat pot procedir de les feines (temps d’arribada al sistema del material
necessari per iniciar una feina), de la disponibilitat de les maquines (per avaria) o de la variabilitat
en els temps de processament.


http://en.wikipedia.org/wiki/Henry_Gantt
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fet, com s’indica més endavant, hi ha hagut dues propostes de classificacié que
associen un codi (de quatre o tres camps, respectivament) a cada tipus de proble-
ma (la classificacié amb un codi de tres camps és la que esta en us actualment).

Ara bé, en aquest punt només es tracta de presentar la classificacié en grans ti-
pus de problemes que s’ha adoptat per determinar Pordre d’exposicio i, per tant,
I'estructura d’aquest text.

1.2.1. Nombre d’etapes i nombre de maquines

En alguns textos es considera com a criteri principal de classificacié el nombre
de maquines, 7, 1 se separen els casos amb 7 = 1 1iamb » > 11 es divideixen
aquests darrers entre aquells en que cada feina té una sola operacié i aquells en
que hi ha feines amb més d’una operacid, denominats respectivament problemes
amb maquines en paral-lel i problemes amb maquines en serie (per raons que
podem qualificar com a historiques, derivades del fet que I'article fundacional de
Uscheduling —Johnson, 1954— versa sobre maquines en serie, és freqlient que textos
1 programes docents donin prioritat als problemes de maquines en serie, fins al
punt de no tractar els de maquines en paral-lel).

Aqui, en canvi (i d’acord amb Potts i Strusevich, 2009) s’adopta com a criteri prin-
cipal el nombre d’operacions per feina: 2, = 1V per un costati 3z,> 1 (problemes
amb una etapa i problemes amb etapes multiples, respectivament). Per llur part, els
problemes amb una etapa es classifiquen d’acord amb el valor de 7z m =10 m > 1.
I’ordre en que es presenten els problemes és, en consequiéncia, el segiient:

* Problemes amb una etapai» = 1: 1 maquina.

* Problemes amb una etapa i » > 1: maquines en paral-lel.

* Problemes amb més d’una etapa (37]2 > 1): maquines en série.
De cara a la descripcié d’aquests darrers calen nous nivells de classificacié, que
s’indicaran més endavant.

1.2.2. Problemes estatics, semidinamics i dinamics

El que caracteritza els problemes estatics i semidinamics és que ’horitzé de pro-
gramacio i el nombre de feines, 7, son finits 1 es disposa de tota la informacié so-



ALBERT COROMINAS, AMAIA LUSA 19

bre les feines i les maquines abans de 'instant inicial de 'horitz6 de programacié
(#=10). Aleshores, el problema es denomina estatic si i només si totes les feines i
totes les maquines estan disponibles a #= 0; altrament, es denomina semidinamic.

En els problemes dinamics, 'horitzo és il-limitat i hi ha feines de les quals no es
té informaci6 fins a un instant no conegut a priori.

Un mateix tipus de problema és més dificil de resoldre si és semidinamic que
si és estatic, pero en els dos casos es disposa de tota la informacié per obtenir
una solucié abans d’implantar-la. Els dinamics sé6n molt més dificils, ja que la
informacié va arribant a mesura que es van duent a terme les operacions i, per
tant, el programa d’activitats encara no executades pot anar canviant a mesura
que transcorre el temps.

1.3. Suposits per defecte

En Tambit de Uscheduling, com en d’altres, hi ha coses que, per tradicié o per
costum, es donen per suposades llevat que s’indiqui el contrari (Ia qual cosa no
implica cap pretensio sobre que siguin les més habituals en els sistemes reals).
En el nostre cas:

* Una maquina només pot fer una operacié en un moment donat; és a dir, no
pot fer més d’una operaci6 simultaniament.

* No es pot fer simultaniament més d’una operacié d’una mateixa feina.

* [anic recurs limitat son les anomenades maquines. Les persones que les
han de fer funcionar, els mitjans de manutencio i qualsevol altre recurs ne-
cessari estan disponibles en quantitat suficient i el temps que requereix €s
negligible o se superposa amb els temps de processament a les maquines: si
no ¢és aixi, aquests recursos s’han de tractar com a maquines.

* Des que es comenga una operacio fins que s’acaba no hi ha interrupcions.

* Totes les maquines estan disponibles des de l'instant inicial (# = 0).

* Totes les feines estan disponibles des de I'instant inicial (# = 0). De tota mane-
ra, aquest suposit es relaxa més sovint que anterior (referit a les maquines).
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* No hi ha convergencies ni divergencies. Es a dir, dues o més feines no
s’ajunten per formar, conjuntament, una nova feina ni una feina se separa
en dues o més.

* [’ordre d’execuci6 de les operacions d’una feina esta predeterminat.
* Cada operaci6 s’ha d’executar en una maquina predeterminada.

* Els temps entre una operacié d’una feina i la segiient no estan subjectes a
cap condicio.

* Hi ha espai (buffer) suficient per a les cues de feines a 'espera que un recurs

estigui disponible (és a dir, les maquines no es poden bloquejar perque la
manca d’espai impedeixi descarregar-les).

Un altre suposit implicit, summament important des del punt de vista de I'aplica-
cio, és que els costos d’execucio de les operacions son independents del moment
1 de la maquina en que s’executen (quan poden executar-se en més d’una maqui-
na). De fet, com es veura més endavant, en el punt 1.4, els criteris d’optimitzacié
habituals en les publicacions sobre els problemes de schednling no tenen en comp-
te de cap manera els costos d’execucio, la qual cosa és coherent amb el suposit
expressat que, tanmateix, sovint pot estar lluny de la realitat.

1.4. Terminologia i notacié

En punts anteriors ja han estat introduides algunes de les notacions que s’utilit-
zen sistematicament en el camp de Uscheduling:

* m Nombre de maquines.

* 7 Nombre de feines.

* ;  Subindex per referir-se a una maquina.
* ; Subindex per referir-se a un feina.

» p; Temps de processament de la feina j a la maquina 7 (quan a la maquina
7només es pot fer una operacié de la feina ;).

* pi Temps de processament de 'operaci6 £ de la feina j a la maquina .
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També son d’as universal les notacions seglients:

* = max (-1, 0)

» T;=max (L, 0)

3

O

R

%’

O

R

Instant (= 0) en que esta disponible la feina ; (r correspon
indistintament a ready date o, més sovint, a release date —en
comptes de date també es pot dir Zme—, en els problemes
estatics totes les maquines estan disponibles indefinida-
mentdesde 7= 01ir=0V)).

Instant de compleci6 de la feina ; (completion time); també
s’empra C; per a l'instant de compleci6 de la feina j a la

maquina 7

Data compromesa (due date); es considera que és la
data compromesa amb el client i, per tant, es desitja
que C; = 4 (i, de vegades, que C;= 4). C; pot ser > d, pero
aixo implica algun tipus de penalitzacio.

Termini (deadline), que es distingeix de la due date en que la
deadline sha de respectar estrictament: s’ha de satisfer
la restriccié C; =< 4.

Pes (weight), és a dir, coeficient que expressa la importancia
de la feina ; (de vegades s’utilitza aquesta mateixa notacio
per al temps d’espera —waiting time—).

Lateness; malgrat que Jateness 1 tardiness son practicament
sinonims i signifiquen retard, de fet I, pot expressar avan-
cament (quan té un valor negatiu: la feina es completa
abans de la data compromesa) o retard (quan té un valor
positiu: la feina es completa després de la data compro-
mesa).

Earliness, avancament.
Tardiness, retard.

Unit penalty: parametre binari igual a 1 siinomés si C; > 4
(¢és a dir, si i només si hi ha retard).
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Hi ha també una notacié menys utilitzada:

* £ Instant (= 0) en que esta disponible la maquina 7 (fcorrespon a free time);
és a dir, la maquina esta ocupada a # < f;1 disponible a 7 = f.

La notacié exposada intervé en el sistema de codificacié dels problemes de
scheduling (amb un codi de tres camps) proposat per Graham, Lawler, Lenstra i
Rinnooy Kan l'any 1979 (Graham e al, 1979) 1 que ha arribat a substituir quasi
completament el sistema (amb un codi de quatre camps) de Conway, Maxwell
i Miller, de 1967 (Conway et al., 1967).

En aquest darrer, els camps corresponen, respectivament, a:

Nombre de feines.

Nombre de maquines.
Tipus de flux.
Criteri d’optimitzacio.

No es detalla aqui quins simbols s’utilitzen en cada un d’aquests camps perque
aquesta codificaci6 s’interpreta facilment si es coneix la notacié emprada en el
codi de tres camps.

Pel que fa al sistema de Graham ez a/. (1979), facilita la identificacié de forma
compacta i precisa de les caracteristiques principals del problema (amb Iincon-
venient, no imputable als autors, que la combinatoria permet generar milions de
tipus de problemes de scheduling, no tots els quals tenen correspondencia en el
moén real). El codi és de la forma a|f]y:

* o Descriu el que es denomina entorn de les maquines (que inclou els
tipus de rutes de les feines) i conté exactament una entrada.

» f  Conté informacio, no continguda en el camp a, sobre caractetistiques
del procés i restriccions; pot ser buit o comprendre una o diverses en-

trades.

* y  Es el criteri que es vol optimitzar (gairebé sempre, perd no sempre,
minimitzar) i el més habitual és que contingui una sola entrada.

Entrades possibles en el camp a:



Una maquina:
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=] Una maquina

Maquines en paral-lel:

= Py

Altres:

= Foy

= FF¢

m maquines identiques en paral-lel (7, en aquest i en altres casos,
pot ser un enter positiu o bé la mateixa lletra 7 —i aleshores signi-
fica un nombre de maquines qualsevol = 2-); el temps de proces-
sament d’una feina, p;, és el mateix per a totes les maquines.

m maquines, dites #niformes, en paral-lel; uniformes significa aqui que
els temps p; es poden expressar com el quocient d’un numerador
que només depen de la feina, p;, 1 un denominador que correspon
ala velocitat de la maquina, ; (també s’ha utilitzat la notacié s;, per
la s de speed, pero es pot confondre amb el temps de sezzp: vegeu
aquesta entrada del camp f): p; = p; /v

m maquines, , dites 7o relacionades (unrelated), en paral-lel; els valors
de p; no tenen cap propietat especifica.

Flow-shop: hi ha 7 maquines en serie; totes les feines comprenen 7
operacions que s’han d’executar, respectivament i successivament,
en les maquines 1, 2,..., 7; si les feines que surten d’una maquina
i (i=1, .., m—1) respecten la disciplina FIFO davant la maquina
seglient es diu que és un permutation flow-shop, perque la permutacid
inicial de les feines, és a dir, 'ordre en que passen per la maquina 1
es manté en el pas per totes les altres maquines i, per tant, és també
I'ordre en que surten del sistema (quan el problema presenta aques-
ta peculiaritat s’ha d’especificar en el camp f, amb Pentrada przu).

Flow-shop flexible: és una extensi6 de l'anterior; aqui, en comptes
de 7z maquines hi ha ¢ etapes, en cada una de les quals hi ha un
cert nombre de maquines (idéntiques, segons Pinedo, 2012, pero
qualssevol segons altres) en paral-lel (és a dir, en cal només una,
qualsevol, per fer Poperacié corresponent); també es denomina
Sflow-shop hibrid 1, flow-shop amb multiprocessadors.
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l]w

= Fle

= Om

Job-shop: cada feina té una ruta (seqiiencia de maquines per les
quals ha de passar) preestablerta i aquestes rutes no son iguals, a
diferencia del que caracteritza el flow-shop; es distingeix el cas en
que cap feina passa per cap maquina més d’una vegada d’aquell
en que no es compleix aquesta condici6 (és a dir, en que alguna
feina passa dues vegades o més per la mateixa maquina; aquesta
caracteristica, recirculacié, s’indica en el camp £ amb Pentrada
rere). Alguns autors inclouen en la definicié de [ la condicié que
cada feina passa exactament una vegada per cada maquina, és a
dir, que el nombre d’operacions de qué consta una feina és igual
al nombre de maquines 1 que cada una d’aquestes operacions
s’executa en una maquina diferent.

Job-shop flexible: es distingeix de 'anterior en qué hi ha operacions
(potser totes) que es poden dur a terme en dues 0 més maquines;
les maquines es poden considerar (Pinedo, 2012), o no, agrupades
en etapes; com en el cas anterior, si hi ha recirculacié s’especifica
a ff amb lentrada rero).

Open-shop: les operacions de que consta una feina es poden execu-
tar en un ordre qualsevol.

Algunes entrades possibles en el camp f (n’hi pot haver d’altres):

= batoh(b)

= block

= brkdown

Lots de dimensi6 4: més precisament, hi ha maquines que poden
processar fins a 4 feines a la vegada.

Hi ha maquines que es poden bloquejar perque, en acabar una
operacio, no poden ser descarregades, sigui perque no hi ha espai
entre la maquina i la segiient o perque ’espai reservat a 'efecte és
ple; mentre dura el bloqueig, la maquina no pot operar.

Les maquines no sempre estan disponibles (per exemple, perque
hi ha periodes programats dedicats al manteniment; tot i que 'en-
trada és una compactaci6 del terme breakdown, equivalent a avaria,
I'aparici6 de la qual, d’una altra banda, és aleatoria). Cal dir que les
maquines poden no estar disponibles perque estan compromeses
per dur a terme operacions programades previament (tot i que
aquesta situaci6 és habitual, ha estat molt poc tractada).
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"b=Ds
])/:

= prec

= prmp
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Totes les dates compromeses son iguals.

Les feines formen families, la qual cosa significa que si una ma-
quina treballa consecutivament sobre dues feines de la mateixa
familia no hi ha temps de preparaci6 (o el temps de preparacié
no depen de la seqiiencia: vegeu, més avall, entrada s5,) 1 que si
després d’una feina d’una familia es processa una feina d’una altra
hi ha un temps de preparacié que pot ser el mateix per a totes les
families, especific de cada familia o dependent de la seqiiencia
(diguem de les families sortint i entrant).

Correspon al cas de maquines en paral-lel; la presencia d’aquesta
entrada significa que hi ha feines que no es poden executar en
totes les maquines, sin6 sols en un conjunt especificat (M)).

No wait, condicié de no espera: hi ha feines amb operacions que
han de comencar immediatament que s’hagi completat 'operacié
anterior de la mateixa feina (per exemple, per evitar que es refredi
o perque un material s’adorm o qualla).

Correspon al cas de maquines en paral-lel; el temps de processa-
ment és el mateix per a totes les feines (p;, = p es pot reduir a p; = 1
si s’adopta p com a unitat de temps).

Indica que hi ha precedencies entre feines (no es pot comencar a
treballar en una feina si les seves precedents no s’han completat);
hi ha casos particulars (aleshores I'entrada corresponent al cas
particular desplaca entrada prec): chains (cadenes: cada feina té
com a maxim una predecessora i una successora immediates);
intree (una feina té una successora immediata com a maxim); oxttree
(una feina té una predecessora immediata com a maxim).

Preemption (en catala: preempcio) significa dret preferent de com-
pra; en el nostre context vol dir que 'execucié d’una operacio es
pot interrompre, de manera que la maquina que I'esta executant
passa a actuar sobre una altra operaci6 i que la part pendent de
l'operacié interrompuda s’executa més tard en la mateixa maquina
o bé un una altra, immediatament o més tard.
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= prmm Permutaci6 (vegeu entrada 'z del camp o).

"7 Indica que hi ha feines no disponibles a # = 0.

" rere Recirculacié (vegeu entrades [ y FJe del camp a): hi ha feines
que han de passar més d’una vegada per una maquina o grup de
maquines.

" S, Hi ha temps de preparacié (sez#p) que depenen de la sequiencia

Sk (de dues feines consecutives —j, £: 5~ o de la maquina i de
la seqiiencia de feines consecutives —;, /, &: §;—); mentre es
fa la preparaci6 la maquina no pot dur a terme operacions; si el
temps de preparacié només depen de la feina o de I'operacié, es
pot considerar incorporat al temps de processament, no requereix
cap tractament especial i, per tant, no cal fer-ne mencio.

= split Indica la possibilitat que en qualsevol instant diverses parts d’una

feina siguin processades per més d’'una maquina en un mateix
instant (per exemple, si la feina és un lot que pot dividir-se en
sublots o en les unitats de que consta). Observeu que en el cas de
preempcid (prmzp) una operacio es pot processar en més d’una ma-
quina, pero en un instant donat només pot estar sent processada
per una maquina com a maxim.

La manca d’una entrada en el camp £ significa 'abséncia d’aquella caracteristica.
Que el camp sigui buit significa que no hi ha lots, bloquejos, manca de disponi-
bilitat de les maquines, etc.

El camp y especifica el criteri o criteris d’optimitzacié. Aquests, en general, son
funcions de les C, (instants de compleci6 dels feines). Les primeres que es varen
proposar son mesures regulars d'eficiencia, que son aquelles que només poden
disminuir si decreix el valor d'una o més C; (és a dir, funcions no decreixents
en (i, ..., C,). Aquestes funcions estan definides de manera que una soluci6 és
preferible a una altra si la mesura de la primera és menor que la de la segona; per
tant, son funcions que es desitja minimitzar. I.’Gs de mesures regulars respon a
la idea tradicional (“qui matina fa farina”) que convé fer les coses com més aviat
millor. Aquesta idea, tanmateix, no és compatible amb 'enfocament just-in-time,
segons el qual les coses no s’han de fer ni tard ni aviat, sin6 en el moment just;
aixo ha donat lloc a la definicié de mesures no regulars d’eficiencia, en que els
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avancaments també es penalitzen, per la qual cosa es pot donar el cas que la
mesura d’eficiencia millori (i. e., el seu valor es redueixi) si alguna o algunes C;
augmenten (Rios-Mercado i Rios-Solis, 2012).

Els criteris d’optimitzacié més emprats (i que, si no s’indica el contrari, es desitja
minimitzar) son (totes les sumes peraj=1, .., n):

Cooax Makespan, instant en que es completa la feina que es com-
pleta més tard.

. ZC/
= 2(C—r), Equivalents als anteriors quan 7, = 0 V /; com que C, — 7

2w (C—r) és el temps d’estada en el sistema de la feina j i 2(C, — 1)
és proporcional a 2(C, — r)/n (temps mitja d’estada en el
sistema dels feines), minimitzar 2.(C; — r) és equivalent a
minimitzar el temps mitja d’estada el sistema de les feines,
és a dir, minimitzar el /ead time mitja.

|E], 1]y w  Eeés el conjunt de feines just-in-time, és a dir, tals que C; = dj;
JeE per tant, | E| és el nombre de feines just-in-time. Quan es fa
us d’aquests criteris, es tracta de maximitzar-los.
Tioax Retard maxim.

= 2T, 2w T, 2T, propotcional a retard mitja.

= 2U, 2w - U 2U, nombre de retards.

YEAXLYw"  E+Xw - T,

Tot 1 que hi ha treballs en que el criteri a optimitzar és ZE/ + ZT/, és dificil
que es doni una situacié real en que retards 1 avancaments tinguin la mateixa
importancia; I"as de pesos diferents per uns i altres 2" * E, + 2w+ T, permet
tenir en compte llurs diferents repercussions; el suposit que la repercussié dels
avancaments ¢és proporcional a llurs valors és acceptable en moltes situacions
reals, pero pel que fa als retards aixo és més improbable: la repercussio és més
sovint convexa i fins i tot pot haver-hi deadlines (2]), tal com s’ha representat a
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la Figura 1. Tot i que generalment el cost d’un retard és més important que el
d’un avancament de la mateixa magnitud, hi ha molts casos que 'avancament
té associat un cost significatiu. Aixo pot ser, per exemple, perque el producte
acabat requereixi molt espai d’emmagatzemament o perque per evitar que es
faci malbé s’ha de conservar, fins a 4, a una temperatura molt baixa o en con-
dicions especials.

4 Penalitzacid

» Data de lliurament

1 —
due date (d) deadline (d)

Fignra 1. Exemple de funcid de penalitzacid per a avancaments i retards en el linrament.

Es interessant la relacié de propotcionalitat entre el /ad time mitja, 2.(C,—r)/n, 1 el
treball en curs (work in process) mitja, quan aquest es mesura en nombre de feines
presents en el sistema.

La Figura 2 (o qualsevol altra analoga) posa de manifest que la suma dels temps
d’estada en el sistema de les feines (durant Pinterval de temps considerat), 2= 7,
és igual a la suma dels nombres de feines presents en el sistema en cada periode,
>, 7, (ja que el nombre de cel-les acolorides és el mateix si es compta per files
que si es compta per columnes). Per tant:
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Figura 2. Un diagrama de Gantt de l'estada en el sistema
den = 5 feines durant'T = 10 unitats de temps.

és a dir, el work in process mitja és igual al temps d’estada mitja multiplicat per la
relacié, A, entre el nombre total de feines presents en algun moment de l'intet-
val de temps considerat ila durada d’aquest interval de temps (si aquest interval
s’inicia a # = 0, 4 és la taxa mitjana d’arribades; si no, no la podem denominar
aixi, ja que els feines presents a 'instant inicial de I'interval considerat poden
haver arribat al sistema amb anterioritat). Observeu que la relacié es compleix
tant si les feines presents en el sistema a # = T I'abandonen en aquell mateix
instant com si hi segueixen presents amb posterioritat. Aquesta relacié de pro-
porcionalitat entre el work in process mitja i el temps d’estada mitja es coneix
com a llei de Little® (que, en la teoria de cues s’expressa com L. = 4 - V] Little,
1961).

Observeu, d’una altra banda, que totes les funcions objectiu emprades tradicio-
nalment en els problemes de scheduling es refereixen al temps. Els costos no sén
mai explicits, tot 1 que es pot interpretar que es minimitzen perque sébn proporci-
onals al temps. Aquesta interpretacio, tanmateix, no és valida en tots el suposits.
Els costos poden dependre del moment en que s’executen les operacions perque
aquestes requereixin un recurs (com ara energia o ma d’obra) amb preus depen-
dents del temps. A més, si com passa en els /[SP, hi ha operacions amb més d’una
maquina que les pot dur a terme, els costos, obviament, poden dependre de com
s’assignin les operacions a les maquines.

En el context dels problemes de seheduling convé sovint referir-se a una posicié en
una seqiiencia. Per fer-ho, s’usa habitualment la notaci6 [ /| per indicar la posicid

8 http://web.mit.edu/sgraves/www/papers/Little%027s%20Law-Published.pdf
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J-enesima o la feina que ocupa aquesta posicio en la seqiiencia. Per tant, en un
problema en una maquina, per exemple, p;;; denota el temps de processament
de la feina que ocupa la posicio6 j-enesima de la seqiiéncia, a diferencia de p;, que
correspon a la feina que té assignat I'identificador 7 1 que podria identificar-se de
qualsevol altra manera.



CaAaprPiTOL 2 -

PROBLEMES AMB UNA MAQUINA

Tot i que pot donar la impressié que aquests problemes deuen ser senzills, n’hi ha
una gran varietat i amb graus de dificultat molt variables. El nombre de maneres
d’ordenar les feines, si no hi ha precedencies, és 7!, cosa que fa descartar la mera
enumeracié com a possible forma de resoldre’ls, llevat que 7 sigui molt petit (per
exemple, 20! = 2,433 - 10" 1, a ra6 de 107 ¢ per generar 1 avaluar cada ordenacio,
caldrien uns 77,15 anys per processar-les totes). Tractarem primer els problemes
estatics (2.1) 1 després els semidinamics.

Com que només hi ha una maquina, I'index 7 és superflu i podem fer servir la
notaci6 p; per als temps de processament.

En els problemes estatics amb mesures d’eficiencia regulars sempre hi ha soluci-
ons optimes sense temps d’espera (la maquina treballa ininterrompudament des
de 7= 0 fins a C,,,y). En canvi, hi ha problemes semidinamics, tal com s’argumen-
ta més endavant, en els quals es pot donar el cas que totes les solucions optimes
incloguin temps d’espera.

Per il-lustrar I'aplicacié dels algorismes farem servir 'Exemple 1 (Taula 1).
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j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
) 65 34 21 30 5 81 65 88 67
w; 50 26 68 65 68 33 7 94 69

p/w 1,300 1,308 0,309 0,462 0,074 2455 9,286 0,936 0,971

d; 153 305 268 284 9 491 40 87 334

Taula 1. Exemple 1.

2.1. Problemes amb 1 maquina: estatics
2.1.1. 1]] G

Es trivial, perqué el valor de C, és igual a X}—, p; per a totes les solucions i, per
tant, totes elles son optimes.

212. 1]|5C, 1wl Iw- G

En el cas 1|| 2, la soluci6 optima (o solucions optimes, en el cas que hi hagi
subconjunts de feines els elements de les quals tinguin iguals valors de p) s’obté
ordenant les feines d’acord amb la regla SPT (Shortest Processing Time), és a dir, en
ordre no decreixent de les p; (vegeu la Demostracié 1 a ’Annex).

Per al’Exemple 1 hi ha dues seqtiencies optimes: 5-3-4-2-1-7-9-6-8 1 5-3-4-2-7-1-9-6-8
(Pordre relatiu de les feines 11 7 és indiferent, perque tenen el mateix temps de
processament). Els temps de compleci6 s’han calculat a la Taula 2.

j 5 3 4 2 1) 1) 9 6 8
p/- 5 21 30 34 65 65 67 81 88
c 5 26 56 90 155 220 287 368 456

Tanta 2. Calcul dels temps de complecid per a les seqiiéncies optimes de 'Excemple 1.
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La suma dels temps de complecio és 1.663; el temps mitja d’estada en el sistema,
1.663/9 = 184,78; el nombre mitja d’unitats en el sistema (per la llei de Little),
1.663/456 = 3,65.

Quant al problema 1 | ;| 2, * C, la solucié optima (o solucions optimes) s’obté
mitjancant la regla WSPT (Weighted Shortest Processing Time), és a dir, ordenant les
feines de manera que els valors p;/w; constitueixin una successié no decreixent
(Smith, 1956; vegeu la Demostraci6 2 a ’Annex).

La seqtiencia optima per a 'Exemple 1 és 5-3-4-8-9-1-2-6-7; els temps de com-
plecié, 5-26-56-144-211-276-310-391-4506; el valor de la funcié objectiu, 71.798.

2.1.3. 1|| Loy 1|| Tonex

Aquest problema només té sentit si les feines tenen associades dates compro-
meses, 4. A Jackson (1955) es demostra que 1| L, es resol amb la regla EDD
(Earliest Due Date: ordre no decreixent de les d), la qual, per tant —recordeu les
definicions de Jateness 1 de tardiness— resol també 1 || T, (vegeu la Demostracio6 3
a ’Annex).

El resultat (la minimitzacié del retard maxim s’obté amb la regla EDD) és senzill
1, finalment, si es vol dir aixi, intuitiu: fer primer el més urgent.

En I’Exemple 1, 'ordre EDD és 5-7-8-1-3-4-2-9-6, que d6na temps de complecié
(i lateness) 5(-4)-70(30)-158(71)-223(70)-244(-24)-274(-10)-308(3)-375(41)-456(-35).
Per tant, I, = 71.

Amb aquest tipus de funci6é objectiu (es tracta de minimitzar el valor ma-
xim d’una variable) és frequient que hi hagi multiplicitat de solucions optimes,
perque pot haver-hi solucions amb el mateix valor maxim en que els valors
inferiors al maxim siguin diferents en unes i altres solucions. En 'Exemple 1 es
poden intercanviar, posem per cas, les posicions de les feines 3 1 4, les lateness de
les quals passen de valer, respectivament, -24 1 -10 a valer, també respectivament,
6 1-21; per tant, la seqiiencia 5-7-8-1-4-3-2-9-6 també té una L, = 71 i també
és optima.

Observeu que, amb el mateix exemple, també hi havia multiplicitat de soluci-
ons (2) en el cas 1 || 2C, pero aixo era per la coincidéncia dels temps de proces-
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sament de dues feines. En el problema 1|| L, també es déna, per descomptat,
el cas d’optim unic, pero les seves caracteristiques afavoreixen que hi hagi optims
multiples. Aixo porta a considerar la conveniéncia d’introduir un segon criteri
(per exemple, 22C) per decidir la solucié preferida entre les que sén Optimes en
relacié amb el primer criteri (L., en aquest cas). Obviament, la introduccié del
criteri de desempat complica significativament la resolucié del problema (no es
tracta de trobar una soluci6 optima en relacié amb el segon criteri, siné de trobar
una soluci6 optima en relacié amb el segon criteri entre aquelles que sén optimes
en relacié amb el primer).

Els problemes de schednling multicriteri, una vegada han quedat resolts forca
satisfactoriament molts problemes amb un sol criteri, sén objecte actualment
d’actives recerques i donen lloc a nombroses publicacions. Tanmateix, el seu
tractament queda fora de I’abast d’aquest text.

2.1.4. 1|20

Es tracta de minimitzar el nombre de feines retardades, és a dir, que es completen
en instants posteriors a llurs dates compromeses, 4.

El problema es pot resoldre amb un algorisme degut a Moore (1968):

1. Inicialitzar la seqiiéncia S: Totes les feines ordenades segons la regla EDD.
Calcular les dates de compleci6 de totes les feines.
Inicialitzar el conjunt R: R = .

2. Determinar quina ¢és la primera feina retardada de S, sigui la que ocupa la
posici6 . Si no n’hi ha, anar a 4. Anar a 3.

3. Determinar, entre les 7 primeres feines de 5, la que té el temps de proces-
sament més llarg, passar-la de §'a R recalcular les dates de complecié de
les feines de S.

4. Ti de I'algorisme amb la solucid, optima, que consisteix a col-locar les
feines de R, en qualsevol ordre, després de les de §: U) = | R]|.

Aplicat a 'Exemple 1, I'algorisme passa a R la feina 7 (2* en 'ordre EDD) en
la primera iteracio 1 la feina 8 en la segona i darrera iteraci6. La seqliencia que
resulta és 5-1-3-4-2-9-6-7-8 (o bé 5-1-3-4-2-9-6-8-7: les feines 7 1 8 s’acaben amb
retard tant en una solucié com en ’altra).
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2.1.5. 1 | sikl Cmax

Com s’ha comentat abans, els temps de preparacié independents del temps i de
la seqliencia es poden tenir en compte incorporant-los al temps de processament
(és a dir, considerant com a temps de processament la suma del temps de pro-
cessament propiament dit i el temps de preparacio). Pero aixo no és possible si,
com en el problema que es considera en aquest punt, els temps de preparacié
depenen de la seqliencia, cosa que pot succeir a la practica (canvis d’eines, de
matrius, de colors, de sabors). De tota manera, si el temps de preparacio s, el que
cal des que acaba ; fins que pot comencar £, és la suma d’un temps que depen
només de j 1 d’un altre que depen només de £, aquests temps, segons quines
siguin les condicions d'inici i de final, es poden sumar als de processament i
no cal tractar el problema com a 1| ;| Ci..x perque es redueix a un 1 || G Aixo
succeeix en molts casos reals (per exemple, si hem de processar amb una premsa
un conjunt de feines, els temps de preparacié inclouran el temps de desmuntatge
d’una matriu 1 el de muntatge de I'altre); ara bé, si hi ha families de feines —en
aquest cas, conjunts de feines que es processen amb la mateixa matriu— el temps
de preparacié no es pot reduir a la suma dels de desmuntatge i muntatge, perque
aquestes operacions només s’han de fer quan hi ha un canvi de familia.

Es pot donar el cas que 5 = s V), £, pero és més habitual el cas contrari, és a dir
aquell en que els valors dels temps de canvi no sén simetrics.

G €s, en aquest problema, la suma dels temps de processament, que és in-
dependent de la sequencia, i dels temps de canvi. Per tant, s’ha d’optimitzar
la suma dels temps de canvi. Si considerem un graf en que els vértexs son
les feines i els valors associats als arcs (/, £) son les 5, la quiestié és trobar
un cami{ hamiltonia (és a dir, que passi una vegada 1 una sola per cada ver-
tex) de cost minim en aquest graf. Aquest problema és gairebé identic al
TSP (Travelling Salesman —o Salesperson— Problem), que consisteix a trobar un
circuit hamiltonia de cost minim en un graf. EI TSP és teoricament dificil,
pero hi ha algorismes exactes i heuristics que permeten resoldre’l satis-
factoriament sempre que el nombre de vértexs no sigui molt gran. Si s’ha
de processar reiteradament (cada dia, per exemple) un mateix conjunt de
feines, el problema coincideix totalment amb el TSP, ja que I’altima feina
d’un dia és seguida per la primera feina de 'endema i, per tant, es pot as-
sociar a cada sequencia un circuit hamiltonia en el graf. Altrament, s’ha de
tenir en compte Pestat inicial de la maquina i Pestat final que es desitja i
incorporar al graf un vertex corresponent a I'estat inicial i un altre a I’estat
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final, amb un arc de cost zero que vagi de 'estat final a I’estat inicial, amb
la qual cosa tornem a tenir un TSP’

2.1.6. Problemes amb brkdown

Recordeu que els problemes amb breakdown son aquells en que la maquina o les
maquines no estan sempre disponibles. Tot i que la paraula significa avaria o
fallada, la causa de la manca de disponibilitat pot ser una altra, com ara una revi-
si6 programada. A la practica és molt freqiient que en el moment de programar
les operacions d’unes feines determinades en un conjunt de maquines, aquestes
tinguin associats intervals de temps en queé no estan disponibles, com a conse-
quencia de I'assignacié d’operacions en una programacio anterior; per a aquesta
situaci6 els resultats teorics disponibles sén molt escassos.

En el cas d’una maquina, quan hi ha intervals d’indisponiblitat aquests s’alternen
amb els de disponibilitat. Uns i altres poden ser deterministes o aleatoris i, en
aquest darrer cas, poden seguir lleis diverses.

St suposem que la maquina és multiproducte (concretament, que pot dedicar la
seva capacitat, en qualsevol instant, simultaniament, a 'obtencié de diversos pro-
ductes), tenim una familia de problemes (segons el caracter determinista o aleato-
ri dels intervals de disponibilitat i d’indisponiblitat) en que es tracta de determinar
quin us s’ha de fer, al llarg del temps, de la capacitat de la maquina. Dificilment
trobarem una maquina, en sentit estricte, amb les caracteristiques descrites, pero
recordeu que aqui entenem per zdguina un recurs necessati per processar uns ele-
ments que denominem feines i que, per tant, una zdquina pot ser tota una planta
industrial que en molts casos es pot gestionar, si més no aproximadament, com
allo que hem descrit com una maquina multiproducte.

El cas que hi ha un perfode de disponibilitat determinista seguit d’un perfode
d’indisponiblitat també determinista es dona sovint a la practica, en sistemes
productius que funcionen uns mesos de I'any i deixen de produir per vacances o
per manteniment periodic programat. Si hi ha demanda durant tot I’any, en I'in-
terval actiu s’ha de produir per cobrir la demanda de l'interval actiu i acumular

? Cfr. Lawler e# al. (1985) i https:/ /en.wikipedia.org/wiki/Travelling_salesman_problem
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estoc per satisfer la demanda de I'interval inactiu. A Corominas i Pastor (2009)
es considera un sistema multiproducte d’aquestes caracteristiques, amb deman-
des deterministes (sense cap condicié sobre llur evoluci6 al llarg de 'any) i amb
capacitat suficient, que pot dependre del temps, per satisfer les demandes en cada
moment, en I'interval actiu, i per acumular els estocs que han d’estar disponibles
a I'inici de linterval inactiu per poder satisfer les demandes durant aquest inter-
val. $’hi demostra que el cost optim de possessio dels estocs s’obté amb una regla
de prioritat molt senzilla: la capacitat que sobra (¢és a dir, deduida la necessaria
per atendre la demanda en cada instant) es dedica a un sol producte en cada mo-
ment, fins a assolir-ne estoc necessari, i de manera que 'ordre en que s’obtenen
aquests estocs ¢s el no-decreixent dels costos unitaris de possessio, considerant
com a unitat de cada un dels productes la quantitat que es pot obtenir amb un
temps 1 una capacitat donades.

217, 1| |E[,1| wj| Tw,
jeE

Tot 1 que aquest problema presenta poc interes practic, perque és dificil trobar
un motiu per adoptar com a funcié objectiu | E|, ’hem inclos perque permet
il-lustrar com es pot resoldre un problema nou i aparentment dificil assimilant-lo
a un altre de conegut i facil de resoldre.

Recordem que | E| es el nombre de feines tals que C; = 4. I també que [ /] de-
nota la posici6 j-enesima o la feina que ocupa aquesta posicié en la seqiiencia.

Considerem la seqii¢éncia que formen les feines del conjunt E i dues feines que
ocupin posicions consecutives, /1 4 + 1, en aquesta seqiencia. Es compleix que

A+ Pty S e ey

1, per tant, diy < djy+1y; és a dir aquesta seqiiencia respecta EDD i una feina només
pot ser la seglient d’una altra a la seqtiencia si es compleix la condicié (1).

Aleshores, considerem un graf en qué hi ha » vertexs que corresponen
a les feines, en ordre EDD, i 2 vertexs addicionals, a 1 @ (entrada 1 sorti-
da del graf). Hi ha arcs des de a a tots els altres vertexs i des de cada ver-
tex corresponent a una feina ; hi ha arcs a w 1 a totes les altres feines que,
amb relaci6 a j, compleixen la condicié (1); des de @ no surten arcs. El va-
lor dels arcs que tenen com a vertex destinacié el corresponent a un feina
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J €és wj; el dels arcs que tenen com a destinacié w, 0. Per resoldre el problema
només cal trobar el cami maxim de @ a @ (0bviament, 1 || | E| és el cas particular
w; = 1); les feines que constitueixen el conjunt I sén les corresponents als vértexs
pels quals passa el cam{ maxim.

Tornem a "Exemple 1 (Taula 1) i comencem per resoldre el problema 1|| | E|.
Les feines 7 1 8 s’han d’excloure perque p, = 65 > 4, = 40 1 py = 88 > dy = 87,
per la qual cosa no es poden acabar just-in-time ni comengant-les a # = 0. L'ordre
EDD de les feines restants és 5-1-3-4-2-9-6. La Taula 3 inclou la representacio
matricial del graf (recordem que l'arc i-j existeix només si 4, + p; = d) i el calcul
del cami maxim. Com es despren de la taula, el cami maxim és a -5-1-3-2-6-w 1
el valor optim, 5.

El calendari que resulta és (entre paréntesis, inici 1 final de cada feina):
5(4-9)-1(88-153)-3(247-268)-2(271-305)-6(410-491)
Quant al problema 1|3, » per al mateix Exemple 1, la Taula 4 inclou la repre-
JjeE

sentacié matricial del graf i el calcul del cami maxim.

El cami{ optim és el mateix que per a 1| | E|, és a dir, a -5-1-3-2-6-; el valor
optim, 245 (68+50+068+26+33).

De| A— 5 1 3 4 2 9 6 w  Valor  Prec
o 1 1 1 1 1 1 1 0 0 -
5 - 1 1 1 1 1 1 0 1 o
1 - - 1 1 1 1 1 0 2 5
3 - - - - 1 - 1 0 3 1
4 - - - - - - 1 0 3 1
2 - - - - - - 1 0 4 3
9 - - - — — - 1 0 3 1
6 - - - - - - 0 5 2
w - - - - - — - 5 6

Taula 3. Resolncid de 1 || | E | per a 'Exemple 1.
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De| A— 5 1 3 4 2 9 6 w  Valor Prec
o 68 50 68 65 26 69 33 0 0 -
5 - 50 68 65 26 69 33 0 68 o
1 - - 68 65 26 69 33 0 118 5
3 - - - - 26 - 33 0 186 1
4 - - - - - - 33 0 183 1
2 - - - - - - 33 0 212 3
9 — - - - - - 33 0 187 1
6 - - - - - - 0 245 2
o) - — - - - - - 245 6

Tanla 4. Solucid de \|w|y, w, per a 'Exemple 1.

JeE

2.2. Problemes amb 1 maquina: semidinamics

El fet que alguna o algunes 7; siguin > 0 complica les coses molt més del que
potser sembla a primera vista. Fins 1 tot es pot donar el cas, si no hi ha possibili-
tat de preempcid, que una solucié optima tingui temps morts encara que hi hagi
feines disponibles per a ser processades (perque valgui més tenir la maquina dis-
ponible per a una feina a punt d’arribar i amb una data compromesa propera que
ocupar-la amb feines disponibles no urgents, és a dir, amb dates compromeses
relativament llunyanes). De fet, per als problemes semidinamics, fins i tot d’una
sola maquina, no es disposa d’algorismes exactes senzills.

2.2.1. 1|rj|Lmax) 1|r1| Tmax

Per a aquest problema s’obtenen generalment bons resultats amb un procedi-
ment heurfstic que és basicament una adaptacié de la regla EDD. Es tracta de
programar iterativament el treball disponible que tingui la menor data com-
promesa; la decisié es planteja per a cada un dels instants en que la maquina
queda disponible (és a dir, cada vegada que completa una feina): si hi ha feines
disponibles es fa la seleccié segons la regla indicada; altrament, la feina que
entra a la maquina és la primera que esdevé disponible (i, si hi ha empat, la de
menor data compromesa).
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Aplicarem T'algorisme a ’'Exemple 2 (Taula 5) en que tenim els mateixos temps
de processament i les mateixes dates compromeses que en 'Exemple 1 i, a més,
dates de disponibilitat positives.

A la Taula 6 es pot veure el procés d’aplicacié de I'algorisme. La solucié no és
gaire bona. Fs evident que val més esperar a I'instant 6 i comencar amb la feina
51 seguir després amb 7, 81 1, amb retards respectivament iguals a 2, 25, 77 1 76;
aleshores les feines 4, 3, 2,91 6 es completarien 3 unitats de temps més tard que
a la solucio de la Taula 5, pero el T, seria 77 i no 139.

La mateixa idea d’aquest algorisme es pot aplicar a un problema diferent: la
minimitzacié de Ci, quan la data de complecié d’una feina, C, no és aquella
en que la maquina acaba de processar-la (la notarem en aquest cas C'), perque
per acabar-la ha de transcorrer un temps addicional, 7; (per exemple, perque s’ha
d’assecar una pintura o una cola); és com si cada feina requeris dues operacions:
una primera que s’ha de fer en una maquina unica i una altra, posterior, per a la
qual es disposa de tantes maquines com calgui perque les feines, quan surten de

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9

r, 3 7 156 161 6 78 9 56 223
? 65 34 21 30 5 81 65 88 67
4 153 305 268 284 9 491 40 87 334

Tanla 5. Exemple 2.

: 0—3 68 73 138 226 256 277 311 378
Disponibles 1 2578 278 268 23469 2369 269 69 6
J 1 5 7 8 4 3 2 9 6
G 68 73 138 226 256 277 311 378 459
L,=C-d4 -8 64 98 139 28 9 6 44 -32
T.=max(L,,0) 0 64 98 139 0 9 6 44 0

Tanla 6. Resolucid de 1|1, L, |, 11 77| T | per a PExemple 2; T, = 139.
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la maquina unica, no hagin d’esperar per a la segona operaci6. Aixi com en el
1| 7] Tiwax| és raonable donar prioritat a les feines més urgents, en aquest cas ho
¢és donar-la a les que tenen les majors 7. La Taula 7 conté les dades d’un exemplar
d’aquest problema, 'Exemple 3 (en el qual hem adoptat per a les 7, els mateixos
valors que tenen les 4 a 'Exemple 2); la Taula 8 mostra I'aplicaci6 de I'algorisme
1 el resultat obtingut.

El valor de Pexpressié max;,(r, + p, + 7,) és una fita inferior'’ del valor optim de
G- B aquest cas la fita és igual a 650 i correspon a / = 6. Aquest valor es pot
obtenir si després de processar la feina 1 es deixa un temps mort de 10 unitats de
temps 1 es passa la feina 6 a la segona posicio; els valors de les altres C; augmen-
ten, pero cap no passa del valor 650, per la qual cosa la solucié que aixi queda
configurada és optima (n’hi ha d’altres, perque hi ha diverses ordenacions de les
feines situades en l'interval de posicions 3-9 que donen el mateix valor de C,,.).

j 1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 3 7 156 161 6 78 9 56 223
b 65 34 21 30 5 81 65 88 67
T 153 305 268 284 9 491 40 87 334

Taula 7. Exemple 3.

' 0—3 68 102 183 213 234 301 389 454
Disponibles 1 2,578 5678 34578 3578 5789 578 57 5
J(majorz) 1 2 6 4 3 9 8 7 5

c' 68 102 183 213 234 301 389 454 459

G=C'+r1, 221 407 674 497 502 635 476 494 408

7

Taula 8. Resolucid de "Exemple 3; C,,.. = 674.

" Una fita inferior d’un valor desconegut a priori, x* o d’un conjunt de valors, X, és un valor ¢
amb la propietat ¢ < x*obé g = x Vx e X
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2.2.2. Seqiienciacié d’aterratges': 1| r;, d, c_1]| Y _1sgn(d—c) - (di—c)’

En aquest problema les feines corresponen a avions que han d’aterrar 1 la ma-
quina ¢és la pista d’aterratge. Cada avid té associades les seves 7;, 4, a_ij (respectiva-
ment, instant de disponibilitat, instant programat per a l'aterratge i fita superior
per a linstant d’aterratge —la deadline—, que s’ha de respectar estrictament). El
temps minim que ha de transcorrer entre dos aterratges successius depen de les
caracteristiques dels dos avions implicats 1 de 'ordre en que aterren: .

Per tant, es tracta d’un problema semidinamic amb temps de preparacié depen-
dents de la seqliencia.

El problema ha estat modelitzat a Beasley ef a/. (2001), fent s d’unes varia-
bles reals (0 = 5 = 1) que defineixen l'instant d’aterratge ¢ = r; + (2, -7
9, que han de satisfer les condicions ¢ — ¢ = s, 1 maximitzar la funcié objectiu
Yo sgn (d—¢) * (d—¢)*, que afavoreix els aterratges abans de I’horari programat
1 penalitza els retards.

2.3. Us de la programacié matematica

Actualment els models de programaci6 lineal entera mixta es poden resoldre
eficientment en molts casos fent us de programari comercial i, per tant, aquests
instruments s’han de considerar com una primera opcié quan no es disposa d’al-
gorismes exactes especifics eficients per resoldre el problema de que es tracti.
No diem que aquesta via sigui eficient en tots els casos, sind que ha de ser la que
s’explori en primer lloc, ja que té 'avantatge de la flexibilitat en el tractament de
restriccions i funcions objectius diverses i el temps necessari per elaborar, codifi-
car 1 provar el model és breu en relacié amb el que suposa dissenyar, programar
i provar un algorisme especific (i, per tant, probablement més rigid).

Hi ha diverses maneres de modelitzar com a programes lineals enters mixtos els
problemes de scheduling (cfr. Keha et al., 2009), pero una discussié detallada al
respecte queda fora de 'abast d’aquest text.

1 . - : ) . .
sgn és una funcié que val +1, 0 o —1 segons si 'argument és, respectivament, positiu, nul o

negatiu.
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Aqui adoptem la modelitzacié basada en variables binaries x;;, iguals a 1 si i no-
més si la feina j ocupa la posici6 4 en la seqiiencia. A més, es necessiten variables
corresponents als instants d’inici del processament de les feines (o als instants de
complecid) i potser d’altres, segons el problema de queé es tracti.

L’exemple que s’exposa a la Figura 3 correspon a un problema semidinamic de
P ., . 12
minimitzacié d’una suma ponderada dels avangaments i els retards .

Problema:

U [(1=2) - Ey+ 4 - T}

Dades:
Nombre de feines
o j=1,.., Dates de disponibilitat
o J=1 ., Temps de processament
d j=1,.., Dates compromeses
Parametre:

A Parametre per a la ponderacié dels avancaments i dels retards

Variables:
x; € {0,1} jh=1,..,n =1siinomés sila feinajocupa la posicié 4
=20 h=1,.,n data d’inici de la feina que ocupa la posicié 4

E,T,20 h=1,.,n avangament i retard, respectivament, de la
feina que ocupa la posici6

Les variables ¢, E,, T, es poden definir com a enteres no negatives si, com
se sol assumir, totes les dades son enteres.

Continna

"> A Kooli i Serairi (2014) es proposa, per minimitzar 2., un model molt similar al de la Figura 2 (la
diferencia, a més de la funci6 objectiu, és que les variables sén els instants de complecié de les feines i
no els d’inici, pero aquesta diferencia no és substancial, perque és immediat passar d’'una opci6 a Paltra).
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Continnacio
Model:
n
[MIN]z=3[(1-4)-E, + AT, | )
h=1
s.a
n
ij/jzl Jj=1..,n (3)
h=1
n
ij = b:l,...,” (4)
=1
ehZZr_/»xj—,_, h=1,....n 5)
J=1
n
eb 26’/]_1+2p/"><‘j,/j_1 b:2,...,ﬂ (6)
J=1
n n
€h+zpj'xjh:zdj'x./h +1,-E, h=1,....n (7)
=1 =1

Figura 3. Model per a un problema semidinamic de minimitzacid

d’una suma ponderada dels avancaments i els retards.

La funci6 objectiu a minimitzar, (2), és la suma ponderada d’avancaments i de re-
tards. Les restriccions (3) imposen que cada feina vagi a una i només una posicié
de la sequiencia; (4), que a cada posici6 de la seqiiencia hi vagi una feina i només
una; (5), que l'instant d’inici d’una feina no és inferior a la seva data de disponi-
bilitat; (6), que I'instant d’inici de la feina que ocupa una posicié determinada a la
sequencia no pot ser inferior a 'instant de complecié de la feina que la precedeix
immediatament; (6), finalment, relaciona la data compromesa de la feina que
ocupa una posicié determinada a la seqiiencia amb la seva data de complecio,
mitjangant la introduccié de 'avangcament 1 el retard.

A partir d’aquest model se’n pot formular d’altres amb diferents funcions objec-
tius, com ara ;- C;, Chu (en aquest cas caldria suprimir (7) i les variables E,
T, 1 afegir restriccions: Cy = C, h =1, ..., 7), 0 bé T, (en aquest cas caldria
afegir les restriccions: T, = 1), h =1, ..., n). En canvi, la introduccié de pesos »;
complica molt la formulacié.
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El model, amb diferents funcions objectiu, s’ha provat per a diversos jocs de da-
des generats d’acord amb Keha ¢7 a/., 2009 i variant el parametre A entre 01 100
(0, 20, 40, 60, 80 1 100); el temps de calcul s’ha limitat a 1000 segons per a cada
exemplar”. Els resultats es resumeixen a la Taula 9 (si » és el valor de la funcié
objectiu de la soluci6 obtinguda i fel de la millor fita disponible —inferior, per al
cas de minimitzaciéo—, GAP és igual a 100 (v — /) /»; per tant és la maxima dife-
réncia, relativa al valor obtingut, que hi pot haver entre aquest i el valor optim).
En el cas de la primera funcié objectiu, cal dir que per a 7z > 20 el temps limit

Funcié objectiu n Temps mitja (s) GAP mitja (%)
20 78 0,48
zﬂ:[(l—ﬂ)-Eb-l-/l-Tb] 60 758 38,6
h=1 80 786 43,52
100 802 47,77
20 2 0
é ¢, 60 960 1,16
h=1 80 1000 2,04
100 1000 2,5
20 0,10 0
o 60 2 0
80 5 0
100 13 0
20 10 0
T 60 407 23,94
80 623 46,94
100 789 57,39

Taula 9. Resultats dels excperiments amb els models per a un problema

semidindmic amb diferents funcions objectin.

" Per a la resolucié dels models de programacié matematica que figuren en aquest text s’ha
emprat el software IBM ILOG CPLEX Optimization Studio, versié 12.6, en un PC Intel Core
3.33GHz amb 4 GB de RAM i amb Windows-7 (64 bits).
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s’assoleix en tots els casos en qué 4 és més gran que 0 (és a dir, quan es tenen en
compte els retards). De fet, a mesura que 4 creix (es dona més pes als retards)
els resultats empitjoren. Per als casos en que es minimitza la suma dels temps de
compleci6 o C,,, els resultats son molt bons (fins 1 tot en els casos que s’arriba al
temps maxim, les solucions, si no sé6n optimes, n’estan molt a prop). Finalment,
en el cas que es minimitzi T}, els resultats només es poden considerar del tot
satisfactoris per a exemplars de dimensions petites.

2.4. Seqiiéncies regulars en una maquina

En els problemes de seqiiencies regulars ( fazr sequences) es tracta de determinar
una sequencia de processament tan regular com sigui possible de Q unitats de #
tipus diferents, de les quals n’hi ha ¢, de cada tipus (amb 2)/-; ¢, = 0). En gene-
ral, cada unitat de cada tipus / requereix un temps determinat d’un dels recursos
de la familia de recursos que poden processar les unitats de tipus 7 (el suposit
més habitual és que hi ha un sol recurs que ha de processar les unitats de tots els
tipus —per aixo aquest punt 2.4 s’inclou en el capitol que es refereix a problemes
amb 7 = 1—1 que el temps per a processar-les és el mateix per a totes elles). Es
considera que la seqiiencia és tnica o bé que es repeteix ciclicament.

La regularitat es pot definir de moltes maneres (regularitat en el consum de com-
ponents associat al processament de les unitats; desviacions en relacié amb valors
ideals, en cada moment, del nombre acumulat d’unitats processades de cada
tipus; desviacions en relacié amb dates compromeses; regularitat en la separacié
entre unitats consecutives del mateix tipus; compliment de restriccions de fita
inferior 1 de fita superior de la separacié entre unitats consecutives del mateix
tipus). Donat un indicador de regularitat, "objectiu pot ser la minimitzacié d’un
valor agregat, per a tota la seqiiencia, o la minimitzacié del valor maxim. Per
tant, els problemes de seqiiencies regulars ofereixen una gran varietat i presenten
dificultats conceptuals 1 algorismiques.

Curiosament, alguns problemes d’aquest tipus sén formalment analegs o identics
al problema de repartiment proporcional (apportionment problem) que té origen
en el problema de repartir entre circumscripcions els escons d’una cambra de
representants (la dels Estats Units, en independitzar-se d’Anglaterra).

Si deixem de banda la literatura sobre el problema de repartiment proporcional,
que es remunta, més o menys formalitzada, a finals del segle XVIII, les publica-
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cions sobre les sequencies regulars s’inicien en la decada dels 80 del segle passat
1 han arribat a ser i segueixen sent for¢a nombroses. Tanmateix, el tema de les
sequencies regulars no s’ha incorporat en els textos generals sobre scheduling (a
Pinedo, 2012, no s’hi fa referéncia). Tenint en compte aquesta diguem-ne tradi-
cio i el fet que tractar-lo amb un nivell de detall similar als dels altres problemes
abordats en aquest text requeriria una extensié considerable, hem decidit que
aqui no anem més enlla de la succinta presentacié precedent.






CaAaprPiTOL 3 -

PROBLEMES AMB MAQUINES
EN PARAL-LEL

Recordem que en aquests problemes totes les feines comprenen una sola opera-
ci6 i cada operaci6 es pot dur a terme en qualsevol de les 7z maquines (o bé, tot
1 que aquest suposit és infreqiient i no ens hi tornarem a referir, cada operacio té
associat un subconjunt de maquines en que es pot fer).

Com que les operacions es poden fer en qualsevol maquina, sembla, diguem-ne,
natural, considerar la possibilitat que cada feina sigui processada, en diferents
intervals de temps, per diverses maquines. D’aquesta possibilitat de fer una part
d’una feina en una maquina, interrompre-la i passar-la a una altra, seguidament o
intercalant un temps d’espera, se’n diu preempcio. Els suposits habituals sén que
la preempci6 no implica temps de processament addicional i que el pas de la feina
d’una maquina a una altra, tant si és directe com si es fa a través d’'un magatzem
intermedi, es pot fer en el moment que cal i no implica temps de descarrega ni de
preparacié. Fs evident que aquests darrers suposits només es poden considerar
realistes en casos molt especials, un dels quals és possiblement aquell en que les
magquines séon CPUs 1 les feines, programes informatics.

Tenint en compte aixo, dividirem la presentacié d’aquests tipus de problemes en
dos blocs, és a saber, problemes sense preempci6 i problemes amb preempcio.
D’una altra banda, considerarem tnicament les funcions objectiu ZC/ 1 Coos
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3.1. Problemes sense preempcio

Aquests problemes tendeixen a ser facils per a ZC/ 1 dificils per a Gy

3.1.1. Pm|| ZC,
Recordem que P significa aqui maquines idéntiques en paral-lel.

Per resoldre’l només cal ordenar les feines d’acord amb la regla SPT (Shorzest
Processing Time) 1 assignar-les per aquest ordre a les maquines, successivament i
rotativament (recordeu que 1||2C, que es pot veure com un cas particular del
que estem considerant, es resol precisament amb la regla SPT). La demostracié
s’ha inclos a ’Annex (Demostraci6 4). La Figura 4 mostra un exemple d’aquest
problema i la solucié optima corresponent.

Ml |1 4 7

M2 2 5 8

M3 3 6 9
Fignra 4. P3| 2C; n = 950, = j(G = 1, ..., n); 2C =72

3.1.2. Rm||3C

No tractem el cas O || 2.C, ja que el procediment per optimitzar R || 2C; tam-
bé se li pot aplicar.

En el problema R || 2C, es pot donar el cas que a la solucié optima totes les
feines siguin assignades a la mateixa maquina (si totes les altres son extremada-
ment lentes). Per tant, a priori hem de considerar # posicions per a cada maquina
1 es tracta de determinar quines feines s’han d’assignar a cada maquina i en quin
ordre s’hi han de processar.

Com s’ha vist a la demostracié del cas anterior, si una feina es programa en la
posici6 h-¢sima, comengant pel final, el seu temps de processament comptara /
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vegades. Es tracta, per tant d’assignar cada una de les 7 feines en una de les 7 - #
posicions disponibles, amb la condicié que en cada posicié no hi pot anar més
d’una feina; 'assignacié de la feina j a la posicié # — b + 1 (és a dir, a la posicid
h comptada des del final) de la maquina 7 té associat un cost 4 * p;. Aquest pro-
blema és el d’acoblament bipartit ponderat (weighted bipartite matching problem), que
es pot reduir a un problema d’afectacid (assignment problem) i resoldre’l aleshores
amb algorismes polinomials . Aix{ mateix, pot plantejar-se com un programa
matematic lineal amb variables binaries (Figura 5: les restriccions (9) imposen que
a cada posici6 no hi pot anar més d’un feina i les (10), que cada feina ha d’anar
a una posicio 1 només una).

Per Pestructura especial de la matriu de coeficients d’aquest programa lineal bina-
ri la resolucié de la seva relaxaci6 lineal” proporciona una solucié optima entera.
Aquesta propietat permet resoldre de manera eficient el model per a valors grans
(des del punt de vista industrial) de 71 7.

La Taula 10 conté les dades d’un exemple de petites dimensions (Pinedo,
2012). La soluci6é optima es representa a la Figura 6, on es pot veure que la
maquina 2, una vegada ha completat el processament de la feina 3, resta oci-
osa, tot i que podria comengar a processar la feina 2, ja que, en relacié amb
aquesta feina, la maquina 1 és més eficient i és millor esperar que acabi de
processar la feina 1.

il,j— 1 2 3
1 4 5 3
2 8 9 3

Tanla 10. Exemple 4: temps de processament py.

' Programes per resoldre’l, corresponents als algorismes de Jonker i Volgenant per a matrius
denses i matrius esparses a http://www.assignmentproblems.com/LAP]V.htm

" Donat un PLEM (programa lineal enter mixt: programa matematic amb funcié objectiu i
restriccions lineals, amb una o més variables enteres), la seva relaxacié lineal és el programa lineal
que s’obté en eliminar del PLEM les condicions d’integritat de les variables.


http://www.assignmentproblems.com/LAPJV.htm
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52
Problema:
Rm|| 26
Dades:
m Nombre de maquines
” Nombre de feines
pi i=1,.,m j=1,..,n Temps de processament de la feina j a la ma-
quina 7
Variables:
xp e {01} i=1, ., mih=1,.,n =1siinomés sila feina j ocupa
la posicié b, comencant pel final
(n—h+ 1), de la maquina 7
Model:
[MIN]z=3 3 ¥ p; - xz ®)
i=1j=1h=1
s.a
ZXW <1 i=1,...mh=1,....n )
=1
ZZXg-b=1 J=1..,n (10
i=1h=1

Figura 5. Un model de programacié lineal binaria per al Rm || 2C,.

Figura 6. Diagrama de Gantt de la solucid optima de I'Exemple 4.




ALBERT COROMINAS, AMAIA LUSA 53

S’ha provat el model per a diversos jocs de dades (generant, per a cada valor de
n1de m, 10 exemplars amb diferents temps de procés d’acord amb una distri-
bucié uniforme entera entre 11 100) i en tots els casos s’ha obtingut la solucié
optima en pocs segons (per exemple, per a 200 feines 1 20 maquines el temps
mitja ha estat de 27 segons).

3.1.3. Pm || Cpa

Com acabem de veure, els problemes sense preempcié amb la funcié objectiu
ZC/ resulten facils de resoldre. En canvi, amb la funcié objectiu C,,, son dificils.
Fins i tot el cas més senzill, P2|| C,., és NP-dificil'® en sentit ordinari (és facil
veure que és equivalent al problema PARTICIO").

Tanmateix, per al problema Pz || C,,, es possible obtenir solucions de bona qua-
litat amb heuristiques molt rapides i fins 1 tot, en molts casos, obtenir en temps
raonables solucions optimes mitjan¢ant models de programacié matematica, va-
lids també per a R || Cas.

Les heuristiques que descriurem a continuacio es basen en la idea que si tenim les
feines en un ordre determinat sembla raonable assignar-les, successivament, a la
maquina menys carregada (naturalment, sense deixar temps morts). Si 'ordre és
qualsevol, I'algorisme es denomina LS (/ist scheduling) 1 el valor del C,,, obtingut
amb LS 1 el valor optim satisfan, per a tots els exemplars del problema, la relacio:

Com(I8) _, 1
c’ m

max
El casos pitjors, per a LS, es caracteritzen com segueix:

n=(m—1)-m+l;p/-=1 J=Lo,n=1p,=m

Per a m = 3 (Exemple 5) la solucié que proporciona LS es representa a la Fi-
gura 7.

16 https://en.wikipedia.org/wiki/NP-hardness i https://en.wikipedia.org/wiki/Strong NP-
completeness
7 https://en.wikipedia.org/wiki/Partition_problem


https://en.wikipedia.org/wiki/NP-hardness
https://en.wikipedia.org/wiki/Strong_NP-completeness
https://en.wikipedia.org/wiki/Strong_NP-completeness
https://en.wikipedia.org/wiki/Partition_problem
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Figura 7. Diagrama de Gantt de la solucid de I'Exemple 5 obtinguda amb LS (C,.. = 5).

t 1123
i=1 11315
i=2 | 2]41]6
i=3 | 7|77

Figura 8. Diagrama de Gantt d'una solucid optima de I'Exemple 5 (C,,.. = 3).

La soluci6 que es representa a la Figura 8 és optima (amb 3 maquines iguals no
és possible processar unes feines amb un temps total de processament igual a 9
en menys de 3 unitats de temps).

Es compleix:

Conx(I5) 5 _, 1

C;}QX 3 3
A costa d’ordenar les feines de més a menys temps de processament es pot ob-
tenir una millor relacié garantida entre el C,,,, proporcionat per 'algorisme (que

aleshores es denomina LPT: Longest Processing Time) 1 el valor optim:

Coas LPT) _4 1
Cmax 3 m
En I’Exemple 5, LPT obté la solucié optima. Els casos pitjors per a LPT es ca-
racteritzen per:
ot tip =2em L ety =
ﬂ—2/ﬁ+1,])j =2-m ’75—‘j =l.,n=Lp,=m
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t 112(3(4|5|{6|7|8(9|10 |11 |12 |13 |14 | 15
i=1 1111111777 7 9 9 9 9
=2 |2|12(212|2|2]|2|8|8] 8 8
=3 3133333 |5]|5[5]5 5
i=4 41414444 |6|6]6] 6 6

Figura 9. Diagrama de Gantt de la solucid de I'Exemple 6 obtingnda amb 1.PT (C,,. = 15).

t 112(3(4(5(6|7|8[9]10 | 11 | 12
i=1 1111 (1111|555 5 5
=2 | 22121222 |2|6]6] 6 6 6
i=3 31313333 (4|4]|4| 4| 4 4
i=4 | 7|7 7171818889 9 9 9

Figura 10. Diagrama de Gantt d’una solucid optima de I'Exemple 6 (C,,,.. = 12).

Per a = 4 (Exemple 06) la soluci6 que proporciona LPT es representa a la Figura 9.
La solucid que es representa a la Figura 10 és optima (amb 4 maquines iguals no
és possible processar uns feines amb un temps total de processament igual a 48

en menys de 12 unitats de temps).

Observeu que aquesta solucié optima s’obtindria amb LS si la permutacié de
feines fos 1-2-3-7-8-4-5-6-9, que no respon a cap regla senzilla per ordenar-les.

Es compleix:

Aixi mateix, Pz| | G, €s pot resoldre amb un programa matematic lineal amb vari-
ables binaries com el de la Figura 11, que correspon al cas més general Rz | | Cy.'.

' Per a models analegs de problemes de maquines en paral-lel sense preempcié: Unlu i Mason

(2010).
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Les restriccions (12) imposen que cada feina s’ha d’assignar a una maquina i només

unailes (13) que G, no és inferior al temps total de cada maquina.

Tot 1 que no es pot garantir que la seva relaxacié lineal tingui solucié optima

entera, habitualment aquest model es resol sense dificultats amb programari es-

tandard.

Problema:
Pt || Coas

Dades:
m Nombre de maquines
n Nombre de feines
pii=1,.,m j=1,..,n Tempsde processament de la feina ja la ma-

quina 7
Variables:

Cos €727

Model:

x; € {01}y i=1,ym j=1,.,n

=1 siinomés sila feina j s’assigna
a la maquina /

[MIN] 5= C (11)
ng- =1  j=1.,n (12)
i=1
Y0y SChp i=loum (13)
J=1

Figura 11. Model de PLB per a P || C,,
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S’ha provat el model per a diversos jocs de dades (generant, per a cada valor de
nide m, 10 exemplars amb diferents temps de procés d’acord amb una distri-
bucié uniforme entera entre 1 1 100). Els resultats, que es mostren a la Taula 11,
indiquen que el model proporciona quasi sempre una solucié optima en temps
molt raonables, fins 1 tot per a exemplars de grans dimensions.

n m Temps mitja (s) GAP mitja (%)
20 5 0,09 0
20 10 0,03 0
20 20 0,03 0
50 5 0,14 0
50 10 0,28 0
50 20 0,11 0

100 5 0,27 0
100 10 1,72 0
100 20 3,85 0
200 5 2,42 0
200 10 42 0
200 20 495,2 0,59
500 5 2,82 0
500 10 299,27 0,02
500 20 726,88 0,52

Tanla 11. Resultats dels excperiments amb el model de PLEM per al Pnz|| C,,..

3.1.4. Pm|intree, p;=1| C,.

Hi ha casos particulars dels problemes amb funcié objectiu C,,,, 1 maquines
identiques (P) que es poden resoldre optimament amb algorismes polinomials.

Quan els temps de processament de totes les feines son iguals, el problema és
trivial: Pordre és indiferent i LS déna una solucié optima. Si hi ha condicions
addicionals, la resolucié es complica, pero en alguns casos es manté el caracter
polinomial del problema.
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En el cas que es considera en aquest apartat, les precedencies de tipus zn/ree pet-
meten classificar les feines en nivells: s’assigna el nivell 1 al vertex corresponent
ala feina que no té cap successora i als altres vertexs se’ls assigna successivament
el nivell del seu successor immediat incrementat en una unitat. Assignats els ni-
vells, les feines s’ordenen de més a menys nivell i s’assignen a la primera maquina
disponible, tot respectant les precedéncies.

L aplicacié d’aquest algorisme a 'Exemple 7 (Figura 12) s’il'lustra a la Taula 12

ila Figura 13.
4 \
2 |——>| 5 /

Fignra 12. Exemple 7: precedencies immediates.

Feina 1 2 3 4 5 6 Nivells
1 X 3
2 X 3
3 X 2 2
4 X 2 2
5 X 2 2
6 1 1 1

Tanla 12. Exemple 7: matriu de precedencies immediates (el signe x en una casella

indica que la feina de la fila precedeix immediatament la de la colummnal).

=1 1 3 5 6
i=2 2 4

Figura 13. Diagrama de Gantt d’una solucié optima de 'Exemple 7.
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3.1.5. P2|prec, pi=1| C,.x

En aquest cas les precedéncies poden ser qualssevol, per la qual cosa la resolucié
¢és una mica més complicada, tot i que el nombre de maquines esta fixat a 2. S’ha
de definir un graf no orientat en que hi ha un vertex per a cada feina i hi ha aresta
entre dos vertexs si entre les feines corresponents no hi ha relacié de preceden-
cia. Aleshores es determina un acoblament (wafching) de maxima cardinalitat en
aquest graf iles feines de cada una de les parelles en ’'acoblament, tot respectant
les precedéncies, s’assignen cada una a una maquina diferent.

I’aplicaci6 d’aquest algorisme %l lustra amb I'Exemple 8 (Figura 14), a les Taules
13, 13bis i 13ter i la Figura 15.

I’acoblament de maxima cardinalitat esta format per les parelles (1,2), (3,4) i

BN
- N\

Figura 14. Exemple 8: precedéncies immediates.

Feina 1 2 3 4 5 6
1 X
2 X
3 X X
4 X
5
6

Tanla 13. Exemple 8: matriu de precedéncies immediates (el signe x en una casella indica gue la

feina de la fila precedeix immediatament la de la colummnal).
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Feina 1 2 3 4 5 6
1 X X X
2 X X X
3 X X
4 X
5
6

Tanla 13bis. Exemple 8: precedéncies totals (el signe x en una casella indica que la feina de la fila

precedeix, immediatament o no, la de la columna).

Feina 1 2 3 4 5 6
1 X X
2 X
3 X
4 X
5 X
6

Taula 13ter. Exemple 8: graf no orientat amb aresta entre dos vertexs si no hi ha relacid de

precedéncia entre ells (el signe x en una casella indica que bi ha aresta).

Figura 15. Diagrama de Gantt d’una solucié optima de 'Exemple 8.

3.2. Problemes amb preempcio

Com s’ha dit a 1.4, preempcié (prmzp) vol dir que 'execucié d’una operacio es
pot interrompre, de manera que la maquina que ’esta executant pot passar a
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actuar sobre una altra feina i que la part pendent de 'operacié interrompuda
s’executa més tard en la mateixa maquina o bé en una altra, immediatament o
més tard.

Els valors optims de les funcions objectiu per als exemplars de problemes amb
preempci6 s6n obviament iguals o millors que les corresponents als mateixos
exemplars en els problemes analegs sense preempci6. En alguns problemes,
tanmateix, la possibilitat de preempcié no implica cap avantatge (Brucker ez
al., 2003).

En relacié amb la preempcio, s’ha de tenir en compte que, llevat que s’especi-
fiqui una altra cosa, s’assumeix que una interrupcié no implica temps de canvi
ni augment del temps de processament de la feina. Per tant, no abunden les
situacions reals en que aquest suposits es compleixin, encara que sigui aproxi-
madament.

3.21. Pm|prmp|}. C

En aquest problema, la possibilitat de fer preempcié no implica cap avantatge.
Per tant, es redueix al Pw|| 2.C,.

3.2.2. Qm|prmp|}.C

Em aquest cas, el temps total de procés d’una feina depén de la part que se
n’executi a cada maquina. Si el temps de procés de la feina ja velocitat 1 és p;, les
velocitats de les maquines son 2,(z = 1, ..., 7) 1 els temps de procés de la feina ja
cada maquina sén #,(/ = 1, ..., 7), s’ha de complir que Y7 v -#; = p ;.

El problema es resol amb la regla SRPT-FM (Shortest Remaining Processing Time
on the Fastest Machine). Es a dir, les maquines s’ordenen de la més rapida a la més
lenta i les feines, en 'ordre no decreixent de temps de processament (SPT) en una
maquina de referencia; aleshores les primeres 7 feines s’assignen a les maquines,
per ordre, i, a mesura que una maquina queda lliure, se li passa la feina que estigui
sent processada per la maquina segiient.

Laplicacié d’aquest algorisme s’il-lustra (Figura 16) amb ’Exemple 9:
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m=3;v =30y =2,05=1

n=4; p =3, pp=p3=8; py =10

t 1 2 3 4 5 6
i=1 1 2 2 3 4 4
=2 2 3 3 4
=3 3 4 4

Figura 16. Diagrama de Gantt de la solucid optima de 'Exemple 9 (2.C, =1+ 3 + 4 + 6 =14).

3.2.3. Pm|prmp| C,..

Es demostra que el valor optim de la funcié objectiu, C s, €5 calcula amb Pexpressio:

Cnax = max( max p,
J=l..n

* z i’:lp] )
m

ut aquest v: ’obté u ucio opti i u
Conegut aquest valor, s’obté una solucié optima col-locant les feines, en un ordre
qualsevol, successivament a la maquina 1, a la 2, etc., fins a la 7: es passa d’'una
N . . < . . N . . . *
maquina 7 a una maquina 7 + 1 quan a la maquina 7 s’assoleix el temps Cpy.

De fet, expressié amb que es calcula C . s Obviament una fita inferior del valor
optim. El fet que P'algorisme doni sempre una solucié amb un valor de C,,,, igual
al de la fita demostra que aquesta fita és igual a C .

Laplicacié d’aquest algorisme s’il-lustra amb els exemples 10 (Figura 17) i 11
(Figura 18 1 18bis).

Exemple 10:

m=23; n=0; p;=J

n
" =10 21
e = max( max p;, =) = max(6, ) =7
J=lan Y /3 3

C
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t 1 2 3 4 5 6 7
i=1 1 2 2 3 3 3 4
i=2 4 4 4 5 5 5 5
i=3 5 6 6 6 6 6 6

Fignra 17. Diagrama de Gantt d’una solucid optima de I'Exemple 10.

Exemple 11:

m=3n=06p,=7j, j=1..,5 ps =8

n

s =max( max = A max(8, =) =8

t 1 2 3 4 5 6 7 8
=1 1 2 2 3 3 3 4 4
i=2 4 4 5 5 5 5 5 6
i=3 6 6 6 6 6 6 6

Figura 18. Diagrama de Gantt d’una solucid optima de I'Exemple 11.

t 1 2 3 4 5 6 7 8
i=1 1 2 2 3 3 3 4 4
=2 4 4 5 5 5 5 5
i=3 6 6 6 6 6 6 6 6

Figura 18bis. Diagrama de Gantt d’una solucid optima de 'Exemple 11 (aquesta solucid implica
dinicament una interrupcid, la de la feina 4, mentre que a la de la Figura 17, n’hi ha dues, les de les

Jfeines 4 1 6; bi ha diversos ordres, inclos LPT, que donen una solucid optima sense interrupcions).

3.2.4. Rm|prmp| C,.

Aquest problema es resol, en temps polinomial, amb un algorisme que té dues
parts. A la primera es determina, mitjancant un programa lineal, C,, i el temps
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que cada feina ha de passar a cada maquina. A la segona, tot respectant el Cp,
s’ordenen els diguem-ne trossos de feina obtinguts a la primera part de manera
que resulti un programa factible (és a dir, en que els trossos d’un mateix feina no
es processin alhora).

La descripci6 detallada d’aquest algorisme resultaria excessivament extensa per a
aquest text. Podeu trobar-la a Lawler i Labetoulle (1978), que es basa parcialment
en Gonzalez 1 Sahni (1976).



CaAaprPiTOL I -

PROBLEMES Fm

Recordem (cfr. 1.4) que el que caracteritza aquest tipus de problemes és que hi
ha 7 maquines en serie 1 que totes les feines comprenen 7 operacions que s’han
d’executar, respectivament i successivament, en les maquines 1, 2, ..., 7 Recor-
dem també que si les feines que surten d’una maquina /(7 = 1, ..., #— 1) respecten
la disciplina FIFO davant la maquina segtient es diu que és un permutation flow-
shop (entrada prmm en el camp f), perque la permutacié inicial de les feines, és a
dir, Pordre en que passen per la maquina 1 es manté en el pas per totes les altres
magquines i, per tant, és també 'ordre en que surten del sistema.

4.1. Relacions entre els problemes Fm||*i els Fm| prmu|*

Una soluci6é d’un problema prmn queda definida amb una permutaci6 de les #
feines; per tant, en aquest cas hi ha #! solucions factibles. En canvi, per definir
una soluci6 d’un problema que no sigui przu cal especificar 7 permutacions, una
, per la
qual cosa és obvi que un problema przu és més facil de resoldre que un que no

m

per a cada maquina, i per tant el nombre de solucions factibles és (#!)
ho sigui.

La literatura sobre problemes prmu és incomparablement més abundant que la
que es refereix a problemes no prmzu. Aixo no s’explica només pel fet que hi ha
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sistemes productius en que per raons tecnologiques només son factibles soluci-
sz \ , , <. 19
ons prmu, siné perque els problemes pru sén més facils de tractar”.

No s’ha de perdre de vista, pero, que en general els problemes prmu i els no prmu
no soén equivalents, excepte en suposits molt restrictius que examinarem a con-
tinuacié. Fora d’aquests casos, el valor optim de la funcié objectiu pot ser molt
diferent segons que ens restringim o no a solucions que tinguin la propietat prau.

Ara bé, es compleixen el lemes segiients:
Lema 1. Tot exemplar d’un problema Fzz||y, ony és una funci6 objectiu re-
gular, té una solucié optima en que l'ordre de les feines és el mateix

per a les dues primeres maquines.

Lema 2. Tot exemplar d’un problema F|| G, té una soluci6 optima en que
Pordre de les feines és el mateix per a les dues darreres maquines.

La demostracié d’ambdés lemes es basa en suposar que una solucié que no té la
propietat és Optima 1 mostrar que a partir d’ella se’n pot obtenir una altra que té
la propietat i que és igual o millor que la solucié de partida.

Observeu que els lemes estableixen que sempre hi ha una solucié optima amb la
propietat, la qual cosa no exclou que n’hi hagi més d’una ni que hi hagi solucions
optimes que no tinguin la propietat.

Segons aquests lemes, per tant:

* Per obtenir una soluci6 optima de F2 ||y, on y és una funcié objectiu regu-
lar, és suficient resoldre F2 | promu|y.

* Per obtenir una solucié optima de F3||C,., és suficient resoldre
F3 | promn| Cas.

Considerem 'Exemple 12 (Taula 14).

" A Benavides i Ritt (2016) es tracta un problema no pru.



Tanla 14. Exemple 12: temps de processament de cada feina en cada maquina.
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Les Figura 19 a 19tetra mostren els diagrames de Gantt corresponents a les

quatre solucions en que 'ordre de les feines és el mateix per a les maquines 112
(com que considerarem les funcions objectiu G, 1 2.C, que s6n regulars, només

cal estudiar les solucions que tenen aquesta propietat, d’acord amb el Lema 1).

~

~N,
I

~.

~,
I

W [N |-

10

1

12

13

14

Fignra 19bis. 2-1|2-1)2-1 C

=10,%C = 19.

~

~,
[l

~.

(SR BN R

Figura 19ter. 1-2|1-2|2-1 C,.. = 14, 2.C, = 27.
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t 1123|456 /|7 |89 |10|11]|12|13 |14
i=1 2 |1 1 1 1

=2 21212121

i=3 112 (2] 2] 2

Figura 19tetra. 2-1|2-1|1-2 C,,. = 11, (2C) = 18.

El valor optim de C,., 10 (Figura 19bis), s’obté amb la soluci6 2-1 | 2-1 | 2-1,
en que Pordre de les feines és el mateix per a les tres maquines. En canvi, per a
2.C, el valor optim , 18 (Figura 19tetra), s’obté amb la solucié 2-1 | 2-1 | 1-2, en
qué els ordres per a les dues darreres maquines sén diferents™.

Tanmateix, F4 || C,,.. no és equivalent a F4 | primun| Cy, és a dir, una solucié op-
tima de F4 | prmu| Cox en general no és optima per a F4 || Cye.

Considerem ’Exemple 13 (Taula 15).

jlim> 1 2 3 4
1 4 1 1 4
2 1 4 4 1

Tanla 15. Exemple 13: temps de processament de cada feina en cada maquina.

Les Figura 20 a 20tetra corresponen als diagrames de Gantt de les quatre solu-
cions en que l'ordre de les feines és el mateix per a les maquines 11 2, per una
banda, i per a les maquines 3 i 4, per una altra banda. Com que la funcié objectiu
és Ciax, només cal estudiar les solucions que tenen aquesta propietat, d’acord
amb el Lema 11 el Lema 2.

Amb les dues solucions en que ordre de les feines és el mateix per a les quatre
maquines (Figura 20 1 20bis) s’obté el valor optim de C,,..« per a F4 | prmu| Cyas,

* Des d’aquest punt ens referirem exclusivament a problemes C,,... Per a Fz|| £C, Fernandez-
Viagas i Framinan (2015).
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Fignra 20.1-2|1-21-2|1-2 C,,. = 14.

14|15 |16 |17 | 18
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Figura 20ter. 1-2|1-2|2-1|2-1 C,.. = 18.

Figura 20tetra. 2-1]2-1|1-2[1-2 Cpp = 12.
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14. En canvi, per a F4|| G, el valor optim de Ci,.., 12, s’obté per a la solucié 2-1
| 2-1 | 1-2 | 1-2 (Figura 20tetra) en que 'ordre per a les dues primeres maquines
és el mateix i 'ordre per a les dues darreres també és el mateix, pero en que hi ha
un canvi d’ordre entre les maquines 21 3.

4.2. F2|| C,.: algorisme de Johnson

Aquest és I'inic, dins del conjunt de problemes F, que es resol amb un algo-
risme senzill i polinomial. Fins i tot F2|] ZCji F3|| Cux 3611 problemes dificils.

L’algorisme de Johnson (1954) permet trobar una solucié optima de F2 || Gy
en un temps polinomial. Aquest algorisme es pot descriure de diverses maneres
equivalents, entre les quals la que segueix:

Algorisme de Johnson per a F2 || Cu

Pas 1. Partir el conjunt de feines en els dos subconjunts segiients™:
SV={7 e p1; S pojts S2={7:p1; > P2}

Pas 2. Ordenar els elements del conjunt §1 d’acord amb la regla SPT, en re-
lacié amb py;, i els del conjunt §2 d’acord amb la regla LLPT, en relacio
amb p,;. La seqiliencia optima resulta de posar els elements de 52 a
continuacié dels de S1.

Observeu que aquest algorisme formalitza la idea intuitiva que les feines que
han d’anar en les primeres posicions de la seqliencia son les que tenen temps de
processament curts a la primera maquina (la segona maquina no pot comencar
a actuar fins que la primera no ha acabat de processar la primera feina) i les que
han d’anar a les darreres posicions son les que tenen temps de processament
curts a la segona maquina (mentre la segona maquina processa la darrera feina,
la primera maquina resta ociosa).

Aplicarem I'algorisme de Johnson a 'Exemple 14 (Taula 10).

' Quan py, = py, és indiferent que de la feina j s’incorpori a S1 0 a 52.
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Tanla 16. Exemple 14: temps de processament de cada feina en cada maquina.

S1= {24}, 52= {1,3,5}; SPT a §1: 4-2; LPT a §2: 5-1-3; una seqiiencia Optima és:
4-2-5-1-3

El programa d’activitats corresponent es representa a la Figura 21.

Figura 21. Diagrama de Gantt de la solucid optima de I'Excemple 145 C o = 25.

Per calcular el valor de C,,. 1 els dels instants de finalitzacié del processament
de cada feina en cada maquina, per a qualsevol valor de 7, només cal tenir en
compte que per poder iniciar el processament en una maquina / de la feina
que ocupa la posicié 4 en la seqiiencia s’ha d’haver completat el processament
d’aquesta mateixa feina en la maquina anterior, /— 1, i també s’ha d’haver com-
pletat el processament en la maquina 7 de la feina que ocupa la posicié b — 1
en la seqliencia. Per tant, si ¢, és I'instant en que es completa el processament
en la maquina 7 de la feina que ocupa la posici6 4 en la seqiiencia i definim els
valors auxiliars ¢

1) =[1’/7_1 +p1/7’ h =1,...,ﬂ

= max(rlﬂ_lyb,fi,/]_l) + Pyt =2 h=1,.,n
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El resultat d’aplicar aquestes expressions a la seqiiencia obtinguda amb l'algoris-
me de Johnson per a PExemple 14 es mostra a la Taula 17.

k (feina)

(B3 I 1 B B ) I )
@ @ 6 GO 3
1 0 2 10 15 24

2 6 13 17 20 25

Tanla 17. Instants en qué es completa el processament de cada feina en cada maquina per a la

seqiiéncia obtingnda amb Ialgorisme de Johnson per a I'Exemple 14.

El problema F3|| (., també és facil de resoldre, prévia transformacié en un
F2|| Cyax al qual s’aplica P'algorisme de Johnson, quan els temps de processa-
ment en la segona maquina sén baixos en relacié amb els de la primera i I"dltima
maquina (en el cas que els temps de la segona maquina sén nuls, és evident que
el problema és equivalent a un problema amb dues maquines). Especificament,
Johnson va demostrar que si en un exemplar de F3 || G, €s compleix qualsevol
de les dues condicions segtients:

max(p, ;) < min(py ;)
J J

max(p, ;) < min(ps ;)
J J

es troba una solucié optima en aplicar I'algorisme de Johnson a un exemplar de
F2|| Coax amb p1; = py; + o p3 = poy + py.

Considerem 'Exemple 15 (Taula 18).

il,jo 1 2 3 4 5
1 5.7 6 8 9
2 3 4 5 2 1
3 8 3 4 6 5

Tanla 18. Exemple 15: temps de processament de cada feina en cada maquina.
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Es compleix:
max( p, ;) =5<min(p ) =5
J J

Per tant, podem trobar una solucié optima mitjangant 'aplicacié de Ialgorisme
de Johnson a 'exemplar de F2|| ., que es mostra a la Taula 19.

J
1 1 2 3 4 5
1 5+3=8 7+4=11 o6+5=11 8+2=10 9+1=10
2 3+8=11 4+3=7 5+4=9 2+6=8 1+5=6

Tanla 19. Exemplar de F2 || Cyax obtingut a partir de 'Exemple 15.

La sequencia que en resulta és:
1-3-4-2-5

I els temps de complecié de les operacions es mostren a la Taula 20.

k (feina)

[ 21 Bl el
H & & @ 6

~.

1 5 11 19 26 35
2 8 16 21 30 36
3 16 20 27 33 41

Taula 20. Instants en que es completa el processament de cada feina

en cada maquina per a la seqiiencia optima de I'Exemple 15.

4.3. Fm|| Cpe (m = 3)

Amb T’excepci6 indicada al final de 4.2, i com s’ha dit anteriorment, no hi ha
algorismes d’optimitzaci6 polinomials per a Foz|| C.x amb 7 2 3.
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El cas m = 3, com s’ha indicat a 4.1, té la peculiaritat que és equivalent a
F3| prmn| C,.. Sense perdre de vista que aquesta propietat no es manté per a
m > 3, d’ara endavant ens limitarem a tractar el cas Foz | prmun| C,. Tot 1 aixd, se-
gueix sent un problema dificil. Per trobar la solucié optima cal aplicar algorismes
de branch and bound, de PLEM o de CLP (Constraint 1ogic Programming). 1, com que
aquests algorismes poden requerir temps inacceptables, sovint s’ha de recorrer a
procediments heuristics.

4.3.1. Fites

Atesa la dificultat d’optimitzacio, el calcul de fites inferiors del valor optim de
la funci6 objectiu és molt important, ja que permet avaluar la qualitat de les so-
lucions quan no és té la certesa que sén optimes i també accelera 'obtencié de
solucions optimes quan s’apliquen algorismes exactes.

Entre els diversos tipus de fites, ens limitarem a les denominades longitudinals
(basades en les maquines) i les transversals (basades en les feines).

El calcul de les longitudinals es basa en el raonament segiient. Si considerem una
maquina qualsevol, la suma dels temps de processament de totes les feines en la
maquina constitueix una fita inferior de C e Ara bé, sila maquina és la primera,
podem millorar la fita si tenim en compte que la darrera feina de la seqliencia
(que no sabem quina és), una vegada processada per la maquina 1 haura de ser
processada per les altres maquines. Si la maquina és la darrera, podem tenir en
compte que la primera feina de la seqiiencia (que no sabem quina és), abans de
comengar a ser processada per la maquina 7 haura de ser processada per les altres
maquines. En el cas d’'una maquina intermédia (7 # 1, »), la primera feina de la
sequencia ha de ser processada per les maquines precedents de la 7 abans que
aquesta pugui comencar a processar-la, i 'dltima, una vegada la maquina 7 ’hagi
processada, haura de ser processada per les maquines seglients; obviament, no
sabem quines feines son la primera i I’altima, pero si que sén diferents. Aleshores,
si notem k; la fita longitudinal corresponent a la maquina 7, tenim:

n m
Ky =, pi, +min Y p;
=1 i=2

h=i+1

n i—1 m
Kp= 2 py+min( Y py+ X ppe)
J=t TR =
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n m—1
K, = me/ + min ZP@'
=1 J =1

Quant a les fites transversals, el raonament parteix del fet que la suma dels
temps de processament d’una feina en totes les maquines constitueix una fita
inferior de Ch.,, que es pot millorar si tenim en compte que les altres feines
aniran abans o després que ella mateixa en la seqiiencia i que el més favorable és
que vagin abans si py, < p,,, 1 que vagin després si p,,, < pi, (i p1, = po., €s indiferent
que vagin abans o després). Per tant, si notem 7, la fita transversal corresponent
a la feina /, tenim:

n; =20+ Xmin(pie, pu)

i=1 kE ]
Per a ’Exemple 15 s’obtenen els valors segtients:

K =35+ (1 + 5) = 41;
K =15+ (5 + 3) = 23;
=26+ (5 + 3) = 34;
Mm=16+ 3 +4+6+5) = 34;
my =14+ (5+4+6+5) = 34
N =15+ (5+3+ 6+ 5) = 34;
ni= 16+ (5+3 + 4+ 5) = 33;
ns=15+(+3+4+6) =33

Donades les fites longitudinals i transversals, la fita més ajustada és:
maX(maX,' K, man 77/)

Per a I'Exemple 15, la millor fita obtinguda, per tant, és 41. En aquest cas,
la millor fita és igual a C s pero aquesta igualtat no es compleix en tots els
exemplars.

En general, si tenim una soluci6 1 el seu C,,, 1 una fita, si C,,, 1 fita coincideixen
la soluci6 és optima i si els dos valors sén proxims, la solucié és de bona qualitat.
Si la diferencia entre els dos valors és gran no podem assegurar que la solucié
sigui de mala qualitat, perque la causa de la discrepancia pot ser que la fita és poc
ajustada.
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4.3.2. Heuristiques

El problema Fz | promu| Cy. és un dels més tractats en la literatura i per resoldre’l
s’han proposat heurfstiques molt nombroses™, algunes de les quals, tanmateix,
son variants d’una mateixa idea basica. A continuaci6 en descrivim algunes que
hem seleccionat tenint en compte la importancia que han tingut en el desenvo-
lupament de les tecniques per resoldre el problema 1 la qualitat de les solucions
que proporcionen amb relacié al temps de calcul que requereixen.

4.3.2.1. Giglio i Wagner

Com que la transformacié d’un problema F3 || G, en un F2|| G, proposada
per Johnson, permet trobar la solucié optima del F3 || C,,.. quan els valors dels
temps de processament compleixen la propietat enunciada a 4.2, sembla bastant
natural resoldre heuristicament qualsevol F3 || C,., encara que no compleixi la
propietat, amb el mateix procediment (Giglio 1 Wagner, 1964).

4.3.2.2. Palmer

Posteriorment, Palmer (1965) proposa l'algorisme seguient:
Pas 1. Sy, 22;”:_11(771—0-%-; S2, =X =D b
Pas 2. Otrdenar les feines en 'ordre no decreixent de

5‘3j=s1j—5‘2j.=2;”:1(m—2.z+1)-pﬁ.

4.3.2.3. Trapezis

A Companys (19606) es proposa considerar els valors Sy, 1 .5, de Palmer com els
temps de processament en la primera i la segona maquina d’'un F2 || G, 1 aplicar
a Pexemplar resultant I'algorisme de Johnson.

* L'estudi més recent sobre les heurfstiques per resoldre aquest problema és Fernandez-Viagas

et al. (2016).
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4.3.2.4. Campbell, Dudeck i Smith

Aquests autors (Campbell ¢z a/., 1970) varen proposar resoldre 7z — 1 exemplars
de F2|| C,.x amb I'algorisme de Johnson 1 donar com a resultat la millor solucié
obtinguda.

Els temps corresponents a la primera i la segona maquina d’aquests exemplars
es calculen com segueix:

Pera K=1,.,m—1:

K
P =20
i=1
m
Pr;= X Py
i=m+1-K

Per tant, ve a ser una extensi6 de Giglio i Wagner per a 7z > 3.

4.3.2.5. Dannenbring

L’inici de Palgorisme de Dannenbring (1977) és molt semblant al de trapezis.
També consisteix a aplicar 'algorisme de Johnson a un F2|| C,,,, pero els temps
corresponents a la primera i a la segona maquina es calculen d’'una manera lleu-
gerament diferent:

pij=Xm—i+1)- p;

/=1
m

p2j = ZZ ’ pz;
=1

Obtinguda la solucié, s’intenta millorar mitjangant procediments d’optimitzacio
local. Observeu que la idea d’aplicar una optimitzaci6 local apareix quan gracies
als progressos en el maquinari es poden fer calculs repetitius en temps relativa-
ment breus.
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4.3.2.6. NEH

Lalgorisme de Nawaz, Enscore i Ham (1983), tot i els anys transcorreguts des
de la seva publicacio, és un dels més efectius i se’n segueixen proposant variants
que, a costa d’una major complexitat, milloren I’algorisme original:

Pas 1. Ordenar les feines segons 'ordre no decreixent de 27_ 1 Di

Pas 2. Ordenar les dues primeres feines en 'ordre que doni un millor temps
de complecid.

Pas 3. Des de [£] = 3 a [#], col'locar la feina [£] en la millor posicié de la se-
quencia formada per les £— 1 feines que la precedeixen en 'ordenacio
inicial.

4.3.2.7. Una generalitzacio de Campbell-Dudeck-Smith, trapezis i Dannenbring,
mitjancant EAGH

Les tres heuristiques que figuren en el titol d’aquest punt 4.3.2.7 es poden veure
com a casos particulars d’una familia d’heuristiques que consisteixen a aplicar
I'algorisme de Johnson a un exemplar de F2 || G, en el qual:

m

Pl =20 by
i=1
m

P2 = 2B by
i=1

A Corominas i Pastor (2011) es descriu un metode, que els autors denominen
EAGH (Empirically Adjusted Greedy Heuristics), que es basa en la idea de caracterit-
zar una familia d’infinites heuristiques mitjan¢ant unes férmules que inclouen
uns parametres i fer us d'un procediment per determinar-ne valors adequats. Per
determinar els valors de les ;i de les f; es requereix un conjunt d’exemplars d’en-
trenament; 1 els valors obtinguts, és clar, depenen de les caracteristiques d’aquests
exemplars. Per a temps de processament discrets i distribuits uniformement entre
11100, els valors obtinguts dels parametres, per a 7 = 317 = 5, respectivament,
es mostren a les taules 21 i 21bis.
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i 1 2 3
0, 2,67 1,14 —044
B, 0,23 1,26 2,72

Taula 21. Valors de les a; i de les B, determinats per EAGH, per a m = 3.

i 1 2 3 4 5
o, 5,02 3,36 1,68 008  -191
B 1,53 0,15 1,74 3,23 480

Taula 21bis. Valors de les a; i de les B;, determinats per EAGH, per a m = 5.

Aquests resultats es poden considerar inesperats, ja que cap de les heuristiques
d’aquest tipus que s’havien proposat incorpora pesos negatius. Pero es pot veure
que aixo és raonable si es té en compte que una a,, negativa doéna prioritat, entre
feines amb temps de processament iguals per a les primeres 7 — 1 maquines, a
la feina amb major temps a la maquina 7; o, simétricament, que una f; negativa
posposa, entre feines amb temps de processament iguals per a les darreres 77— 1
maquines, la que té el major temps a la maquina 1.

4.3.2.8. Exemples d'aplicacid d'alguns dels algorismes descrits

Per il-lustrar I'aplicacié d’alguns algorismes farem us de 'Exemple 16 (Taula 22),
d’Ignall i Schrage (1965).

J
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 5 7 8 3 7 9 8 6 3
2 2 9 6 9 2 10 7 9 1 1
3 9 7 8 9 3 4 7 4 3 1

Tanla 22. Exemple 16.
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La resolucié amb Pl'algorisme de Palmer es mostra a la Taula 23, on es veu que
hi ha empats (feines 3 1 4, per una banda i 6 1 9 per una altra), per la qual cosa
I'algorisme, segons la regla que s’adopti per desfer els empats, pot donar lloc a
quatre sequencies diferents.

Per al mateix Exemple 16, amb Campbell, Dudeck i Smith (K = 1), trapezis
1 Dannenbring obtenen seqiiencies amb C,,,. = 67. Amb Campbell, Dudeck i
Smith (K = 2), Gy = 69.

J

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 5 7 8 3 7 9 8 6 3

2 2 9 6 9 2 10 7 9 1 1

3 9 7 8 9 3 4 7 4 3 1
AYP 4 19 20 25 8 24 25 25 13 7
NYS 20 23 22 27 8 18 21 17 7 3
ALY -16 -4 -2 2 0 6 4 8 6 4
Posicié 1 2 3 4 5 8 6 10 9 7

Taunla 23. Resolucid de 'Exemple 16 amb ['algorisme de Palmer.
Els empats s’han desfet amb lordre lexicografic; C,,.. = 70.

La sequiencia optima d’aquest exemplar és la que correspon a la numeracié de les
feines, de I'1 al 10, amb C,,.. = 66. Les fites longitudinals valen 59, 58 1 58; de les
transversals, la millor (61) és la corresponent a la feina 4.

Cap de les heuristiques aplicades aconsegueix trobar una seqiencia opti-
ma, pero totes les obtingudes sén de bona qualitat. El millor valor de la
funcié objectiu (Cy.e = 67, obtingut amb trapezis i Dannenbring) difereix
de ’optim en una unitat de temps que, relativament, és aproximadament
I’1,5% del valor optim. Si no sabéssim el valor optim, comparariem 67 amb
la millor fita, 61, 1 podriem assegurar que la solucié no difereix de I’0ptima
en més del 9,84%.



ALBERT COROMINAS, AMAIA LUSA 81

4.3.3. Procediments exactes
4.3.3.1. Branch and bound: algorisme de Iomnicki

Lomnicki (1965) va proposar, per a Foz| prmu| C.x un algorisme de branch and
bound, un dels primers d’aquest tipus (en el marc del branch and bound caben moltes
variants, que no pretenem descriure aqui; al respecte, cfr. Pastor i Corominas,
2004).

Tanmateix, un exemple ens permetra entendre les caracteristiques principals del
procediment. Les dades corresponents (Exemple 17) es mostren a la Taula 24.

J
i 1 2 3 4 5
1 1 2 3 2 3
2 3 5 1 7 4
3 2 3 1 6 1

Tanla 24. Exemple 17.

L’aplicacié de heuristica de Palmer doéna, per exemple, la seqiiencia 4-1-2-5-3,
amb C,,. = 23. Entre les fites longitudinals i transversals, la millor és x, = 22.
Tenim una bona solucid, perd no podem assegurar que sigui Optima.

Si fixem quina feina va en la primera posicié obtenim 5 exemplars en que només
queda per fixar Pordre de les 4 feines restants. Per a cada un dels 5 podem calcu-
lar els valors /(= 1, ..., 7), instants en que quedaran lliures les maquines després
de processar les feines que tenen la posici6 ja fixada. Aquests valors s’han de
tenir en compte en el calcul de fites dels exemplars generats; per a cada un d’ells
podem obtenir una fita (de tipus longitudinal, prescindim de les transversals)
mitjangant 'expressio segtient:

Fital = max| {nax (fi+ > i+ mir} g“ p[_,/-),fm+ 3 P

=Ll JeN JEN =it JjeN

On N ¢és el conjunt de feines sense posicio assignada.
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Hi ha fites més ajustades que la Fital, com ara la Fita2:
Fita2 = max k;
i=1,...m

amb

f1+ zpl/—i_mn‘l Zpb/

jeN JeN

x; =max(f;, fi +m1nzpb/)+ Zp/+m1n 2 Pii

JEN j= JjeN JEN p=it1
m=1
_max(fm’fl +m1n Zpb/)"' Z pmj
N =1 JeN

De tota manera, per a la resolucié de 'exemple farem us unicament de la Fital.

Llavors, si col'loquem en la primera posicié, successivament, les feines 1, 2, 3,
415, obtenim com a fites respectives 22, 23, 24, 23, 24. Com que ja tenim una
solucié amb C,,,x = 23, només tenim possibilitats de trobar una solucié millor
que aquesta entre les seqiiencies que comencem amb la feina 1. Aleshores podem
considerar els 4 exemplars que comencen per la feina 1 1 en la segona posicié
de la seqiiencia tenen, respectivament, les feines 2, 3, 4 1 5. El desenvolupament
d’aquest procés es pot representar mitjangant una arborescencia (Figura 22).

El fet d’haver trobat una soluci6 de bona qualitat amb una heuristica ha permes que
Iaplicaci6 de I'algorisme de Lomnicki resultés molt més breu que si no ’haguéssim
tinguda. Aquesta idea té abast general: és molt convenient trobar una solucié amb
una heuristica abans d’iniciar 'aplicacié d’un algorisme de branch and bound.

De fet, aplicant a la solucié obtinguda amb l'algorisme de Palmer (4-1-2-5-3) un
procediment d’optimitzacié local per intercanvi de les posicions de dues feines
consecutives en la seqiiencia, s’obté immediatament una de les solucions opti-
mes (per intercanvi entre les dues primeres posicions: 1-4-2-5-3), amb un valor
de la funci6 objectiu, 22, igual al de la fita inicial, per la qual cosa, amb aquesta
informacio, ja no caldria desenvolupar I'arborescencia. En general, paga la pena
dedicar esforcos a obtenir una bona soluci6 inicial ja que aixi es redueix el nom-
bre de vertexs a explorar.
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Tots els exemplars del problema Fz | prom | Ci.x sON reversibles. Esa dir, donat un
exemplar, diguem-ne directe, podem definir el seu invers si invertim 'ordre en
que les feines han de passar per les maquines. Aleshores, donada una seqiiéncia,
el G és el mateix per a aquesta seqiiencia en el directe que per a la seqliencia
inversa en l'invers. Per tant, exemplar directe és equivalent al seu invers, en el
sentit que tenen el mateix valor optim del C,,,, i que invertint una seqiiencia en
el directe obtenim una solucié de Pinvers amb el mateix valor del C,.... Moltes
heuristiques no poden treure partit d’aquesta propietat, perque donen la mateixa
soluci6 per al directe que per a I'invers. En canvi, algorisme de Lomnicki pot se-
guir una trajectoria diferent per arribar a Poptim en el cas directe que en I'invers.
A més, si directe 1 invers es resolen en paral-lel, la fita més baixa i el millor valor
del C.,..x en un dels dos pot ser 1util a I'altre (Companys, 1999).

%
22
I
I I I I I
1 2 3 4 5
22 23 24 23 24
I
I I I I
12 13 14 15
22 22 22 22
[ I I I I I I I
123 | 124 | 125 | 132 | 134 | 135 | 142 | 143 | 145 | 152 | 153 | 154
22 | 24 | 22 [ 23 | 23 | 26 | 22 | 22 | 22 | 23 | 24 | 25

I
I I I I I |

1234 | 1235 | 1253 | 1254 | 1423 | 1425 | 1432 | 1435 | 1452 | 1453
24 27 27 27 22 22 22 24 24 24

14235 (14253 | 14325

Els nombres a la part superior de cada capsa sén la seqiiencia parcial de feines. A la part inferior,
la fita. Les capses ombrejades son les que tenen una fita igual o pitjor que el C,,,, de la millor so-
lucié coneguda (inicialment, = 23, perque Ianica solucié coneguda és 'obtinguda amb Palmer, i
= 22 des del moment que es troba una solucié amb Cmax = 22). Hi ha 3 solucions optimes (que
s’han fet ressaltar amb el color groc), amb Cro = 22.

Figura 22. Aplicacid de 'algorisme de Lomnicki a I'Exemple 17.
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De tota manera el temps requerit per I'algorisme de Lomnicki creix molt rapida-
ment amb els valors de 721 de # 1 només permet resoldre exactament exemplars
de dimensions modestes (unes poques desenes de feines). Quan el temps dispo-
nible és inferior al d’execucié de I'algorisme, es pot utilitzar com una heuristica,
retenint la millor solucié obtinguda fins al moment que s’assoleix el limit de
temps.

4.3.3.2. PLLEM

Una altra forma de resoldre exactament Fwz | promm| C.y és formular un mo-
del de PLEM i resoldre’l amb un programari estandard. Aquest procediment
també té limitacions pel que fa a la dimensié dels exemplars que pot resol-

dre.

El problema es pot formular de diverses maneres (Stafford Jr. ez a/., 2005) una de
les quals s’exposa a la Figura 23.

La funcié objectiu que es tracta de minimitzar (14) és 'instant en que la dar-
rera maquina completa el processament de la darrera feina de la sequencia,
és a dir, C,,.. Les restriccions (15) imposen que el valor optim de la funcié
objectiu no sigui inferior a la millor fita inferior coneguda ni superior al de la
millor fita superior coneguda (corresponent a una solucio factible obtinguda
amb una heurfstica) menys 1 (com que hem suposat que els p; son enters, les
variables ¢, 1 en particular ¢,,, també ho son; pel fet que es coneix una solucio
amb C,,. = ® ens interessen només solucions amb C,,. < @, és a dir, amb
Ciax < @ — 1t si no n’hi ha, Palgorisme acabara amb la indicacié que no hi ha
solucions factibles, la qual cosa equival a dir que la solucié corresponent a @
és optima)™. (16) i (17) imposen, respectivament que a cada posicié de la se-
quencia hi va una feina i només una i que cada feina va a una posicié i només
una. Les restriccions (18) i (19) es refereixen a la maquina 1; (18) expressa
que linstant en que la maquina 1 completa el processament de la pega que
ocupa la primera posici6 de la seqiiencia és igual al temps de processament
d’aquesta peca en la primera maquina; (19), que I'instant en qué la maquina
1 completa el processament d’una feina que ocupa una posici6 diferent de la

* Si es disposa de fites, se’n pot fer un ds analeg en els models descrits anteriorment i, en general,
en qualsevol problema d’optimitzacié combinatoria amb funcié objectiu entera.
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Variables:

x; € 10,1} h=1, .. n

CyeZ i=1,.,mj=

Model:

1,..,7 Instants en que la maquina 7 completa
el processament de la feina que ocupa
la posicié / (com que suposem que hi
ha espai il-limitat entre dues maquines
consecutives, podem considerar també
aquests instants com els de sortida de
les feines de les maquines)

[MIN]z=¢,, (14)
p<c, <D—1 (15)
n
Yxp=1 h=luyn (16)
=1
n

zij =1 j=1.,n (17)

h=1

Nombre de maquines

Nombre de feines

Temps de processament de la feina ;j a
la maquina /

Fites inferior i superior, respectivament,
del valor optim de la funcié objectiu

=1 siinomés si la feina 4 ocupa la po-
sicié b a la sequiéncia

Continna
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Continuacid
n
(=X (18)
=
n
et P xy h=2n (19)
J=1
n
Cip 26 T Zpy- "Xy i=2,myh=2,..n (20)
/=1
n
Gy 2 iyt Zpy- "X i=2,.omh=1,..n (21)
J=1

Figura 23. Model de PLLEM per a Fnr | prinn | Cas.

primera ¢és igual al temps de processament de la feina més el temps en que la
maquina 1 acaba de processar la feina que la precedeix en la seqliencia. Les
restriccions (20) sén analogues a les (19), pero es refereixen a les maquines
diferents de la primera, per a les quals la relaci6 entre el primer membre 1 el
segon no és =, sind = ja que en el moment que es completa el processament
d’una feina pot ser que la seglient en la seqliencia encara no hagi sortit de la
maquina anterior. Finalment, les restriccions (21) corresponen a la condicié
que no es pot comencar a processar un feina en una maquina si no ha sortit
de la maquina anterior.

S’ha provat el model per a diversos jocs de dades (generant, per a cada valor
de nide m, 10 exemplars amb diferents temps de procés d’acord amb una
distribucié uniforme entera entre 11 100) i s’observa que a partir de 100
feines 1 20 maquines amb 1000 segons no s’arriba a cap solucié (recordeu
que el temps s’ha limitat a 1000 segons). Per a exemplars de dimensions més
reduides els temps i les solucions s6n en molts casos molt bons. Els resultats
es resumeixen a la Taula 25. Cal destacar que 'exemple 16, considerat com
un dels exemplars dificils d’aquest problema, es resol en uns pocs mil-lise-
gons.
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N m temps mitja GAP mitja % Solucions
(s) (%) no factibles

20 5 58 0

20 10 638 2,32

20 20 1000 12,46

50 5 24 0

50 10 1000 57

50 20 1000 14,8
100 5 79 0
100 10 955 2,95
100 20 1000 98,9 40
200 5 400 0
200 10 1000 99,4 60
200 20 1000 99,4 90
500 5 1000 - 100
500 10 1000 - 100
500 20 1000 - 100

Taula 25. Resultats dels excperiments amb el model per a Fnr | provn | Cas.
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CaAaprPiTOL 5 -

PROBLEMES Jm

A diferencia dels problemes F, en qué totes les feines veuen les maquines en
el mateix ordre, en els problemes | les rutes de les feines no son totes iguals.
Si no s’especifica el contrari, 'ordre de les operacions de cada feina és unic i
conegut a priori i també esta predeterminat a quina maquina s’ha d’executar
cada operacié.

Per a aquest tipus de problemes, llevat de casos particulars molt especifics, no es
coneix algorismes polinomials que els resolguin exactament, per la qual cosa es
recorre habitualment a procediments heuristics.

5.1. J2|| o

Es un dels pocs casos, entre els problemes [, que es pot resoldre amb un algo-
risme polinomial (els altres casos amb algorismes polinomials tenen temps de
processament de les feines a les maquines iguals a 0 o a 1).

Com que no hi ha recirculacié (si n’hi hagués, figuraria en el camp f del codi),
cada feina compren 1 o 2 operacions. Per tant, podem classificar les feines en els
4 subconjunts segiients:
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A: Només inclouen una operaci6 a la maquina 1
B:  Només inclouen una operacié a la maquina 2
AB: La primera operaci6 s’ha de fer a la maquina 1 ila segona, a la maquina 2
BA: ILa primera operaci6 s’ha de fer a la maquina 2 i la segona, a la maquina 1

Aleshores, s’ordenen, mitjangant l'algorisme de Johnson, les feines del conjunt
AB (com si fossin les feines d’'un F2 || G, en que la primera maquina és la 11la
segona, la 2) i les feines del conjunt BA (com si fossin les feines dun F2 || G
en que la primera maquina és la 2 1la segona, la 1). ’ordre de les feines dels con-
junts A 1 B és irrellevant. Finalment, en els ordres establerts per a cada conjunt,
Pordre en que aquests es processen en les maquines és:

Maquina 1: AB — A — BA
Maquina 2: BA — B — AB

Aquest procediment va ser descrit per primera vegada a Jackson (1956).
La Taula 26 conté les dades de ’Exemple 18, amb els temps de processament a

les maquines pertinents de cada una de les feines. Aquestes ja hi figuren classifi-
cades en els 4 conjunts A, B, AB 1 BA.

Conjunt | A B AB BA
Feina— 51 2 4 3 10 6 7 8 9
Maquina
1 2 - - - 21 16 27 22 29 10
2 - 43 9 38 12 8 21 1 55 5

Tanla 26. Exenmple 18.

Els ordres que resulten sén:

Maquina 1: 3-10-5-7-9-6-8
Maquina 2: 7-9-6-8-1-2-4-3-10

I els temps de complecié que resulten son els que figuren a la Taula 27.
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Feina a M1 3 10 5 7 9 6 8

M1 21 37 99 121 131 158 187

M2 1 6 27 82 125 134 172 184 192
Feina a M2 7 9 6 8 1 2 4 3 10

Tanla 27. Temps de complecio per a I'Exemple 18.

5.2. Procediments heuristics

Donada la dificultat per resoldre exactament els problemes [, a aquest efecte
han estat proposats nombrosos procediments heurfstics, una bona part dels quals
es pot classificar en dos grups, algorismes orientats a feina i algorismes de dispate-
hing”*, a cada un dels quals es dedica, respectivament, els punts segiients.

En els algorismes orientats a feina hi ha tantes iteracions com feines i, a cada una,
es programen totes les operacions de la feina corresponent. En els de dispatching

es programa una operacio a cada iteracio.

Per il-lustrar Iaplicacié dels algorismes farem ts de ’'Exemple 19 (Taula 28).

Feina A B C D E
Operaci6 |Maq.| p Maq., p |Maq.| p Maq.| p Maq. p
1 2 3 2 2 3 5 2 4 3 2
2 3 6 1 5 1 7 3 6 2 6
3 1 3 2 2 2 3 1 7 - -
4 - - 3 7 - - 2 4 - -

Tanla 28. Exemple 19. Els valors continguts a les colummnes p son els temps de processament.

24 . . ., . . .
Dispatching correspon a I'acci6 de despatxar, en el sentit d’expedir o enviar alguna cosa a una
destinaci6é determinada. Per tant, es podria traduir per “despatx”, pero mantenim el terme angles.
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5.2.1. Algorismes orientats a feina

Aquests algorismes es poden iniciar amb una ordenaci6 de les feines, que es
mantindra durant tota Pexecuci6 de I'algorisme, d’acord amb el criteri elegit (per
exemple, de més a menys temps total de processament o de més a menys temps
de processament en la maquina més carregada). A cada una de les 7 iteracions de
I'algorisme es tracta una feina, és a dir, es programen totes les seves operacions
de la forma més convenient segons el criteri d’optimitzacid (si aquest és un criteri
regular, les operacions possiblement es programen de manera que es duguin a
terme el més aviat possible). També es pot donar el cas que les feines no s’or-
denin al principi, sin6 que la feina a tractar en cada iteracié es determini tenint
en compte les decisions corresponents a iteracions anteriors (en certa manera es
podria dir que Pordenacié és dinamica, per contraposicié a 'ordenacié estatica,
que s’estableix a I'inici de I'algorisme i no es revisa posteriorment).

Aquest algorismes, Obviament, afavoreixen les feines prioritaries (segons el criteri
d’ordenaci6 adoptat) i la proximitat temporal de les operacions d’una mateixa

feina, pero poden retardar forca la complecié de les feines amb prioritat baixa.

A la Figura 24 es mostra el resultat d’aplicar el procediment, amb les feines orde-

nades de més a menys temps total de processament, a 'Exemple 19.

STIRNEE
RS
S

Figura 24. Diagrama de Gantt corresponent a la solucid obtingnda en aplicar a I'Exemple 19
Lalgorisme orientat a feina, amb les feines ordenades de més a menys temps de processament
D-B-C—-A-E); G =32, 2C, =32+ 31 + 32 + 21 + 15 = 131.

5.2.2. Algorismes de dispatching
En aquests algorismes es programa una operacié cada vegada que una maquina

queda disponible i hi ha operacions disponibles que la requereixen. Si hi ha més
d’una operaci6 disponible per a una mateixa maquina, es programa la més priori-
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taria segons el que es denomina la regla de disparching (per exemple: la que té ma-
jor temps de processament o la que correspon a la feina amb més temps pendent
de processament —incloent o no el de 'operacié mateixa—, etc.). Les regles poden
ser simples, com les dels exemples anteriors, o compostes. Les compostes poden
consistir en una agregaci6 de regles simples mitjangant una férmula (el més so-
vint, una ponderacié) o en I'aplicacié successiva de regles simples, de manera
jerarquica (si hi ha empat amb una regla, s’aplica, per desempatar, la segtient).

Aplicar un algorisme de dispatching, per tant, és com fer una simulacio: es tracta
de reproduir el comportament del sistema, sotmes a unes regles determinades,
al llarg del temps. ’enfocament és molt flexible i permet tractar problemes se-
midinamics o amb precedéncies generals entre operacions d’una mateixa feina
o entre operacions de feines diferents (de fet, tot i que en aquesta part del text
estem tractant els problemes J» tal com s’han caracteritzat al principi del punt
5, en la descripcid de I'algorisme hem inclos indicacions esporadiques de com es
podrien adaptar a problemes definits per suposits més laxos).

L’estat del sistema el defineix el de cada maquina (buida o processant una ope-
racié especificada) i els conjunts d’operacions disponibles (cues) per a cada ma-
quina. Una operaci6 esta disponible si (1) no té precedents i el temps (simulat: el
valor de la variable re/lotge) no és inferior al de 7, on 7 és la feina de que forma part
Poperacid, o (ii) si s’han completat totes les operacions que la precedeixen. Els
esdeveniments que modifiquen estat del sistema son: (i) I'arribada d’una feina
(a r;), que implica que les operacions d’aquesta feina que no tenen precedents
s’incorporen a la cua de la maquina que els correspon; (i) la complecié d’una
operacid, amb que la maquina queda lliure; si la complecié de 'operacié implica
que una altra o unes altres operacions ja no tenen precedents pendents d’execu-
cid, aquesta o aquestes operacions s’incorporen a la cua de la maquina que els
correspon. Finalment, si les maquines disponibles tenen operacions a la seva cua,
s’inicia Pexecucié de la més prioritaria segons la regla de dispatching.

A la Taula 29 es mostra 'evoluci6 del sistema en aplicar I’algorisme a ’'Exemple

19, amb la regla de donar prioritat a "operaci6 de la feina amb més temps pen-

dent (incloent el temps de processament de la mateixa operacié). Els codis que hi

figuren sén de la forma Jk (pendent, p), on “J” és la lletra que identifica la feina,

“k” és el numero de operacio en la feina, “pendent” és la suma dels temps de

processament de 'operacié “k” i de totes les de la mateixa feina que la segueixen
c

1“p” és el temps de processament de Poperacié “k”. A les cues, la prioritat va de
més a menys de dreta a esquerra, és a dir, 'operacié més prioritaria és la que hi
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;| Cua M1 Cua M2 Cua M3
magq. 1 magq. 2 maq. 3
A1(12,3),
0 _ _ -~ ‘Biusz) DI1(21,4) 4 EI(B,2) CI(155) 5
E1(8,2),
4 _ _ ~  Al(123) BI(162) 6 D216 C1(15,5) 5
5 - C2(10,7) 12 A1(123) B1(162) 6 EI182) D2(17,6) 11
6 B2(14,5) C2(10,7) 12 - A1(123) 9  E1(82) D2(17,6) 11
E1(8,2),
9 B2(145) C2(10,7) 12 _ _ - A28 D2(17,6) 11
D3(11,7),
11 B2145) C2(10,7) 12 - _ — E1(82) A20,6) 17
12 D3(11,7) B2(14,5 17 - C33,3) 15 EI(82) A20,6) 17
15 D3(11,7) B2(14,5 17 - _ — EI82)  A20,6) 17
17 A3(3,3) D3(11,7) 24 _ B3(9,2) 19 _ E1(8,2) 19
19 A3(3,3) D3(11,7) 24 - E2(6,6) 25 _ B4(7,7) 26
24 - A3(33) 27 D4@44) E2066) 25 _ B4(7,7) 26
25 - A3(3,3) 27 - D4(4,4) 29 _ B4(7,7) 26
26 _ A3(3,3) 27 _ D4(4,4) 29 _ -
27 _ _ _ _ D4(4,4) 29 _ -
29 - _ - _ — - — -

Taunla 29. Aplicacid d'un algorisme de dispatching a /’Exenmple 19, antb la regla
de donar prioritat a 'operacid corresponent a la feina amb més temps de processament

pendent (inclos el de la mateixa operacid).

figura més a la dreta. Per a cada maquina s’indica 'operacié que esta executant i
I'instant en que la completara. La columna 7 és el rellotge, que sempre avanca a
I'instant en qué es produeix 'esdeveniment més proxim en el temps (en 'exem-
ple, com que es tracta d’un exemplar estatic, es correspon amb el minim dels
temps en que les maquines completaran les operacions que estan duent a terme).
Les operacions que passen a ser disponibles en cada un dels instants que marca
el rellotge s’han fet ressaltar amb negreta. La Figura 24 mostra un diagrama de
Gantt de la solucié obtinguda.
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En el Gantt de la Figura 25 es veu que, pel que fa a la maquina 3, la soluci6 és
immillorable, perque no hi ha cap temps mort i, per tant, completa la darrera
operaci6 que li pertoca en 'instant 26. En canvi, la maquina 2, amb una carrega
de 24 unitats de temps, és la que determina el C,,,, 29, perque té un temps mort
total de 5 unitats; la maquina 1, amb una carrega total de 22 unitats de temps, no
acaba fins a I'instant 27, perque esta inactiva durant els 5 primers perfodes.

Aix0 suggereix una regla de dispatching diferent (a la qual, per abreujar, anome-
naren regla R), que té dues parts: (1) a la primera es consideren les operacions
que una vegada acabades permetin activar una maquina inactiva; 'operaci6 pri-
oritaria, entre totes les disponibles per a totes les maquines, és la que permet
activar abans la maquina inactiva tal que la suma dels temps de processament
de les operacions pendents que té assignades sigui més gran, en l'instant que es
considera; en cas d’empat, 'operacio6 de la feina amb més temps pendent, inclos
el de la mateixa operacid; una vegada assignada 'operacié prioritaria, es reitera
aquest procés amb aquelles operacions que permetin activar altres maquines (ii)
completada la primera part de la regla, a la segona s’aplica la mateixa regla amb
que abans hem obtingut la Taula 28.

>loB B
0|
> 0% | &

Figura 25. Diagrama de Gantt corresponent a la solucid obtinguda amb I'algorisme
de dispatching a 'Exemple 19, amb la regla de donar prioritat a ['operacid corresponent
a la feina amb miés temps de processament pendent (inclos el de la mateixa operacid);
Cox =29, 2C,= 27 + 26 + 15 + 29 + 25 = 122

Amb aquesta regla R, el sistema evoluciona de la manera que es veu a la Taula 30.
Per adaptar I'algorisme a la nova regla hauriem de tenir present, per a cada opera-
ci6, Poperacié una caracteristica addicional: la maquina corresponent a 'operacid
segtient de la mateixa feina i actualitzar el temps total de les operacions pendents
a cada maquina. Tanmateix, en prescindirem, perque, en ’'Exemple 19, la primera
part de la regla només s’aplica en I'instant inicial, en el qual I"dnica maquina inac-
tiva és la 1 1 només hi ha 2 operacions tals que la seglient requereix la maquina 1:
B1, que dura 2,1 C1, que dura 5; per tant, operacié prioritaria és B1; a partir de
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! m(é:ll:.l 1 Ml m(é:l‘cj[:jl 2 M2 m(;lcl:‘ 3 M3
0 - - - ?)11((122 1’?4))’ B1(16,2) 2 E1(8,2) C1(15,5) 5
2 - B2(14,5) 7 A1(12,3) D1(221,4) 6 E1(8,2) C1(15,5 5
5 C2(10,7) B2(14,5 7 Al1(12,3) D1(21,4) 6 - E1(8,2) 7
6 C2(10,7) B2(14,5 7 - A1(12,3) 9 D2(17,6) E18,2) 7
7 - C2(10,7) 14 EB?’)((69,,62.))’ A1(12,3) 9 - D2(17,6) 13
9 - C2(10,7) 14 E2(6,6) B3(9,2) 11 A2(9,6) D2(17,6) 13
11 - C2(10,7) 14 - E2(6,6) 17 1142((;’;))’ D2(17,6) 13
13 D3(7,7) C2(10,7) 14 - E2(6,6) 17  B4(7,7)  A2(9,6) 19
14 - D3(7,7) 21 C3(3,3) E26,6) 17 B4(7,7)  A209,6) 19
17 - D3(7,7) 21 - C3(3,3) 20 B47,7) A209,6) 19
19  A3(3,3) D3(7,7) 21 - C3(3,3) 20 - B4(7,7) 26
20 A3(3,3) D377 21 - - - - B4(7,7) 26
21 - A3(3,3) 24 - D4@4,4) 25 - B4(7,7) 26
24 - - - - D44,4) 25 - B4(7,7) 26
25 - - - - - - - B4(7,7) 26

26 - - - - - - -

Taula 30. Aplicacid d’un algorisme de dispatching a I'Exemple 19, amb la regla R.

I'instant inicial, la regla, de fet, resulta ser equivalent a la corresponent a la Taula
29 1la Figura 25.

El Gantt de la Figura 26, mostra la solucié obtinguda, que és Optima perque
Cinax = 26 (temps total de processament de la maquina 3).

El nombre de regles de dispatching que s’han proposat és molt elevat. Un article
de 1977 (Panwalkar i Iskander, 1977) ja en recollia 113. Per tant, aqui només en
comentem una selecci6. Tot 1 que és obvi que unes regles soén apropiades per a
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Figura 26. Diagrama de Gantt corresponent a la solucid obtinguda amb l'algorisme de dispatching,
amb la regla R, a I'Exemple 19; Cox = 20; ZC/ =244+26+20+25+17=112.

uns criteris 1 no per a uns altres, no és possible determinar a priori quina és la
millor regla de dispatching, simple o composta, per a un exemplar donat. Deixant
de banda el possible us de tecniques de calibratge per determinar el valor dels pa-
rametres en una regla composta, qiestié que queda fora de 'ambit d’aquest text,
s’ha de tenir en compte que el temps d’execucié d’un algorisme de dispatching és
molt breu, fins i tot per a exemplars reals de grans dimensions, per la qual cosa és
factible, i aconsellable, fer as, successivament, de totes les regles de dispatching que
semblin raonables i retenir la millor solucié obtinguda. A més, es poden aplicar
algorismes d’optimitzaci6 local.

Passem a enumerar i comentar algunes regles de dispatching simples:

v CP Critical Path

Amb precedéncies generals, 'operacio prioritaria és la que inicia el cami més
llarg en el graf de precedencies. D’entrada, la longitud del cami es mesura
en nombre d’operacions; pero una extensié immediata és mesurar-la en el
temps necessari per a dur-les a terme. Aleshores, en el cas que només hi ha
precedencies entre operacions d’una mateixa feina i aquestes precedencies
determinen un ordre unic de les operacions de la feina, aquesta regla coin-
cideix amb la primera aplicada a ’'Exemple 18 (Taula 25 i Figura 24): temps
pendent, més gran, inclos el de la mateixa operaci6. Per tal d’acabar com
més aviat millor.

» EDD Earliest Due Date
Prioritat a Poperaci6 de la feina amb 4 menor. Per intentar evitar retards.

» ERD Earliest Release Date
Prioritat a Poperacié de la feina amb 7; menor. Per reduir la dispersio dels
temps d’estada de les feines en el sistema.
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» LNS Largest Number of Successors

Amb precedéncies generals, 'operacié prioritaria és la que té més operaci-
ons successores. En el cas que només hi ha precedéncies entre operacions
d’una mateixa feina i aquestes precedencies determinen un ordre tnic de
les operacions de la feina, el nombre d’operacions successores és el nom-
bre d’operacions de la feina que quedaran pendents quan s’hagi completat
l'operaci6 prioritaria (aleshores la regla és equivalent a la versié original de la
CP, en que la longitud del cami és el nombre d’operacions). S’intenta acabar
com més aviat millor.

LPT Longest Processing Time

Prioritat a 'operacié amb el temps de processament més llarg. Com que les
operacions que requereixen un temps de processament llarg son les més
dificils de col‘locar en el programa, prioritzar-les facilita que s’acabi com
més aviat millor.

MS Minipmum Slack

Slack és el marge, el temps que faltara per arribar a la data compromesa 4
quan s’hagi completat 'operacié en el suposit que s’inicia en I'instant de
referéncia. Tendeix a evitar retards.

SIRO Service in Random Order

La tasca prioritaria és la que determina un sorteig. Evidentment, aixo no afa-
voreix ni desfavoreix cap tipus de solucio; només és una manera de generar
solucions diferents, per tal de retenir la millor segons el criteri d’optimitzacio.
I’experiencia demostra que aplicar un algorisme de tipus GRASP déna gene-
ralment millors resultats que refiar-se de I'atzar pur, com amb SIRO.

SPT Shortest Processing Time

L’operaci6 prioritaria és la de menor temps de processament. Aquesta regla
pot ser apropiada per a les primeres fases de I'execuci6 de l'algorisme de
dispatching, perque tendeix a evitar temps morts en algunes maquines. Tan-
mateix, si s’aplica fins al final de I'algorisme, les operacions llargues queden
per a les darreres iteracions, quan les maquines estan molt carregades, 1 pot
generar programes amb temps de compleci6 elevats.

SST Shortest Setup Time
LLa tasca prioritaria és la que té menor temps de preparacio, amb temps de
preparacié dependents de la sequéncia. Tendeix a reduir els temps de com-
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plecio, especialment si els temps de preparacio son grans en relacié amb els
de processament.

» SQNO Shortest Quene at the Next Operation

L’operaci6 prioritzada és tal que la segiient de la mateixa feina anira a la
cua més curta entre les de les diverses maquines. La diguem-ne longitud
de la cua es pot mesurar amb el nombre d’operacions que conté o amb el
temps total necessari per processar-les. L’altima operacié d’una feina té la
prioritat més baixa. L.a primera part de la regla R descrita més amunt es pot
considerar com una variant de SQNO; d’una altra banda, per a 'Exemple
18, el dispatching amb SQNO doéna la mateixa evolucié (Taula 26) i el mateix
resultat (Figura 25) que la regla R.

Podeu trobar una discussié més extensa sobre les regles de dispatching a Framinan
¢t al. (2014).






CaAaprPiTOL 6 -

PROBLEMES FJ

Els problemes FJ (job-shop flexible: f]SP) es distingeixen dels | (job-shop: |SP) pel
fet que hi ha operacions amb dues o més maquines capaces de dur-les a terme.
Es a dir cada operacio té associat un conjunt de maquines que la poden executar
en uns temps de processament en general diferents.

Es clar que aquests problemes soén encara més dificils que els ], perque s’ha de decidir
a quina maquina s’assigna cada operaci6. Podem dir, per tant, que combinen dos pro-
blemes: el d’assignar les operacions a les maquines i el de determinar-ne la seqiiéncia.

Aixo dona lloc a dos enfocaments per resoldre els FJ:

®* Jerarquic: amb algorismes de dues fases en que a la primera s’assignen les
operacions a les maquines i a la segona es resol el JSP job-shop que s’obté
com a resultat de la primera fase (cfr. 5).

» Integrat: les decisions d’assignacio i les relatives a la seqiiencia sén deter-
minades per I'algorisme a mesura que la logica d’aquest ho estableix, pero
sense que totes les d’un tipus precedeixin les de Ialtre tipus.

Quant als algorismes jerarquics, el resultat de la segona fase esta molt condicionat
pel de la primera i, per tant, si s’utilitza un algorisme rapid, tant per a la primera
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com per a la segona fase, convé dur a terme execucions diverses amb criteris dife-
rents per a 'assignacié de maquines (per exemple, equilibrar en la mesura possible
el temps total d’execucié o bé el nombre d’operacions assignades a les maquines).

De tota manera, en general podem esperar millors resultats dels algorismes in-
tegrats. Els més senzills sén una extensio dels de dispatching, descrits en el punt
5.2.2. En els problemes de job-shop, cada vegada que queda lliure una maquina
s’ha de decidir quina operacio es comenca a executar, entre les que hi ha ala cua
de la maquina; si en un instant determinat queden lliures dues o més maquines
aixo no genera cap dificultat especial, perque les operacions només estan en una
cua. En els FJ, en canvi, les maquines que queden lliures poden tenir operacions
disponibles comunes; aleshores, aixi com en un [§P s’ha de prioritzar una ope-
racié de cada cua, en els I'] s’ha de prioritzar un parell maquina-operacio. Aixo
es pot fer de maneres molt diverses: es pot elegir primer la maquina i després
P'operacié o viceversa, o elegir directament el parell maquina-operacio, i les re-
gles per fer aquestes eleccions poden ser simples o compostes 1, en aquest cas, la
composicié pot ser jerarquica o mitjangant una férmula.

Les regles de dispatching enumerades a 5.2.2 es refereixen a operacions. Quant a
les maquines, es pot donar prioritat, per exemple, a la que tingui menys carrega
pendent o a la que pugui tornar a quedar disponible abans.

Les regles de prioritat aplicades en els algorismes de dispatehing, tanmateix, respo-
nen generalment a la idea d’acabar com més aviat millor o acabar sense retards,
pero sense adaptacions no trivials no poden tractar adequadament els problemes
Just in time, és a dir, aquells en que hi ha un cost o una penalitzacié tant per avan-
car-se com per retardar-se en relacié amb la data compromesa (), ni aquells en
que hi ha costos que depenen de de la maquina (si n’hi ha més d’una) i del mo-
ment en que s’executa operacio.

Finalment, els algorismes considerats fins aqui assumeixen que totes les ma-
quines estan disponibles des de I'instant inicial, cosa dificilment compatible amb
multiples situacions reals, en les quals es programen activitats quan encara estan
pendents d’execucid, iniciades o no, algunes de les programades anteriorment,
que poden incloure les de manteniment de les maquines.

Considerem un problema FJ (Pordre de les operacions de cada feina esta prede-
terminat, les operacions poden fer-se en una o més maquines), amb les caracte-
ristiques addicionals segtients:
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Cada maquina t¢ un conjunt de periodes en que no esta disponible.

El cost de fer una operacié depen de la maquina i dels perfodes en qué
s’executa.

Cada feina té una data compromesa 1 hi ha costos associats als avancaments
1 als retards en relacié amb aquesta data.

* [’objectiu és minimitzar els costos totals (d’execucié d’operacions i de des-
viaci6 en relacié amb les dates compromeses).

El problema definit aixi és un model de moltes situacions reals i, obviament, és molt
dificil de resoldre. De fet, fins on nosaltres sabem, només ha estat tractat a Gonzalez
(2014). L algorisme que s’hi proposa s’inicia amb una ordenaci6 de les feines que té
en compte llurs dates compromeses 1 els costos de fer llurs operacions. A continuacié
s’executen 7 iteracions, en cada una de les quals, per I'ordre establert préeviament, es
tracta una feina, és a dir, es programen optimament les seves operacions, a partir de
Pestat del sistema que han configurat les iteracions anteriors. Per programar les opera-
cions es determina el cami optim en un graf polietapic amb un vertex d’entrada i un
vertex de sortida 1 tantes etapes intermedies com operacions comprengui la feina; en
les etapes intermedies els vertexs corresponen a instants. Els arcs, excepte els que van
de l'etapa penultima a la final (en la qual només hi ha el vertex de sortida), corresponen
a parelles operacio-maquina i van des del vertex d’una etapa, que correspon (excepte
en el cas del vertex d’entrada) a I'instant d’inici del processament de 'operacio, fins al
vertex de I'etapa seglient, que correspon a la seva complecié (per tant, els arcs corres-
ponents a la primera operacié van del vertex d’entrada a un vertex de la segona etapa
iels de 'operacié £—amb £ > 1— van de I'etapa £ala £ + 1) 1 tenen associat un cost
que ¢és el de I'execuci6 de I'operaci6 en la maquina i en els periodes de temps corres-
ponents. Els vertexs de la pendltima etapa corresponen a instants de compleci6 de la
darrera operaci6 de la feina (i, per tant, de complecié de la feina) i el cost dels arcs que
van des d’aquests vertexs al vertex de sortida és el d’avancament o de retard en relacié
amb la data compromesa. El cami de cost minim entre el vértex d’entrada i el de sorti-
da determina, respectant la disponibilitat de les maquines que resulta de les iteracions
anteriors, la programacié optima de les operacions de la feina, la qual condiciona la
programacio de les operacions en les iteracions segiients. Canvis en 'ordenacio inicial
de les feines impliquen, en general, canvis en la programacio, la qual cosa suggereix la
possibilitat de cercar un optim local en relacié amb l'ordenacié de les feines.

Un cas particular, que té rellevancia industrial, dels problemes F[ és el hybrid flow
shop, és a dir un problema de flow-shop en que, en comptes d’haver-hi una unica
maquina en cada etapa, n’hi pot haver més d’una (FFe, punt 1.4). Al respecte:
Ribas ¢f al. (2010) i Ruiz i Vazquez-Rodriguez (2010).
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UNA VISIO PERSPECTIVA

Potts i Strusevich, I'any 2008, varen fer una presentacié en el 50¢ congrés
de /’Operational Research Society que posteriorment es va publicar com a article
(Potts 1 Strusevich, 2009). El seu treball ofereix una perspectiva historica,
basada en una divisi6é temporal en decades, les fronteres de les quals els ma-
teixos autors admeten que s’han d’interpretar flexiblement, de 'evolucié de
Uscheduling des de I'article de Johnson (1954). Aquest punt 7 és una sintesi
comentada de 'article de Potts i Strusevich (de 7.1 a 7.5, ambdds inclusiva-
ment; a 7.6 també es recull part del contingut d’aquest article, pero inclou
opinions propies).

7.1. Primera década (1954-1965): analisi combinatoria

Es demostren teoremes i es dissenyen algorismes a partir de I'analisi de les pro-
pietats de les solucions optimes. Els primers anys apareixen articles fonamentals:
Johnson (1954), Jackson (1955), Jackson (1956), Smith (1956). Poc després del
final de la década es publica el primer llibre monografic sobre seheduling (Conway
et al., 1967), en el qual es proposa el codi de quatre camps per identificar els tipus
de problemes.
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7.2. Segona década (1965-1975): branch and bound

Tenen lloc desenvolupaments diversos relatius al flow-shop (fites longitudinals
1 transversals, algorismes de branch and bound) 1 al job-shop. En aquesta ¢poca
s’intenta resoldre optimament problemes no resolts amb els enfocaments
propis de la decada anterior. Pero el balang és poc satisfactori: els problemes
abordats només es poden resoldre en temps de calcul raonables si es trac-
ta d’exemplars de petites dimensions. Apareix un nou llibre de referéncia
(Baker, 1974).

7.3. Tercera década (1975-1985): complexitat i classificacio

Potts 1 Strusevich consideren que la tercera década (1975-1985) és la més
important en la historia de Uscheduling i que es caracteritza per la teoria de
la complexitat d’algorismes i de problemes i per la publicacié de la propos-
ta de classificaci6 1 codificacié de Graham e /. (1979). Secundariament,
per la formalitzacié de nous problemes i nous intents d’aplicacié de la
programacié matematica. La classificacié de Graham ez a/. (1979) millora
sensiblement la de Conway e7 a/. (1967). Com altres d’aquest tipus (per
exemple, la dels sistemes de cues) permet identificar els problemes d’una
manera compacta i precisa, amb tots els avantatges que aixo implica; pero
té 'inconvenient, no atribuible a la classificacio, sind a les persones que en
fan un mal s, que facilita, mitjan¢ant la combinaci6 de caracteristiques, la
generacié de problemes inedits que poden no tenir cap connexié amb el
mon diguem-ne real.

Quant a la teoria de la complexitat, es desenvolupa quan recerques ante-
riors han mostrat que el temps necessari per resoldre la majoria de proble-
mes d’optimitzacié combinatoria creix exponencialment amb la dimensié
dels exemplars. Aixo suscita la qiestié de si aquesta dificultat és deguda a la
insuficiencia dels algorismes disponibles o és una propietat intrinseca dels
problemes i la teoria de la complexitat la respon amb una classificacié dels
problemes de decisié: P, NP, NP—complets 1 altres, la qual, si simplifiquem,
porta a una classificacié dels problemes d’optimitzacié combinatoria en facils
1 dificils, és a dir, els que es poden resoldre en temps polinomial i els que tot
sembla indicar que no es pot.
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7.4. Quarta década (1985-1995): solucions aproximades

Es desenvolupen metaheuristiques i procediments d’optimitzaci6 local. Aparei-
xen nous llibres de referencia, dels quals el que finalment té més exit és el de
Pinedo (Pinedo, 2012), la primera edici6 del qual és de 1995.

7.5. Cinquena década (des de 1995): fragmentacio
L’any 1995 es publica el primer namero de la revista Journal of Scheduling.

Aquests darrers anys no es detecta una linia predominant. Apareixen publica-
cions sobre scheduling on-line, programacié amb formacié de lots, scheduling a la
cadena de subministrament (supply chain), problemes amb disponibilitat limitada
de les maquines, i programaci6 d’enlairaments 1 aterratges d’avions.

I hi podem afegir: seqiiencies regulars, problemes sense esperes o sense buffers,
temps de processament dependents del temps o de la posicié de la feina en
el programa d’activitats (per deteriorament o per aprenentatge). I, clarament,
problemes multi-objectiu, en alguns casos per esgotament de la recerca sobre el
problema amb un objectiu unic.

I també us cada vegada més frequent de la programacié matematica per a resol-
dre els problemes de scheduling.

7.6. Comentaris i perspectives

La teoria de la complexitat ha tingut un paper clau en el desenvolupament de
Vscheduling, perque va legitimar les heuristiques com a eina de resolucié dels pro-
blemes. En efecte, en moltes publicacions sobre problemes d’optimitzacié com-
binatoria reconeguts com a dificils s’invoca la teoria de la complexitat com a
justificaci6 de la renincia a intentar resoldre’ls de forma exacta i passar sense més
discussié a proposar procediments heuristics. Ara bé, que el temps per resoldre
un exemplar d’un problema, en el pitjor dels casos, creixi exponencialment amb
la dimensié no implica que no es puguin resoldre en temps acceptables exemplars
de dimensions suficients a la practica en la industria o en els serveis. I, de fet,
actualment, després que s’hagi desenvolupat programari comercial molt eficient
per resoldre models de programacié matematica, I'ds d’aquests models pot ser
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en molts casos 'opcié més apropiada, com hem mostrat en alguns apartats ante-
riors, tant pel que fa a la qualitat de les solucions com en relacié amb el temps i
Pesfor¢ necessari per posar a punt el procediment de resolucié™.

Tanmateix, les heuristiques segueixen proliferant, tot i que, de vegades, el que es
presenta com una heuristica nova no és sin6 una variant d’una d’anterior o fins
1 tot coincideix amb una d’anterior, amb una terminologia diferent. El fet que es
publiquin treballs que presenten com a nova una heuristica coneguda és possible,
deixant de banda les fallades del procediment de revisi6 de les revistes, per I'ts
de terminologies que donen aparenca de nou a allo que els autors de la pseudo-
nova proposta haurien de saber o potser saben que ja s’havia publicat abans. En
particular, aixo succeeix amb les heuristiques o metaheuristiques denominades
bioinspirades, en les quals la inspiracié parteix de la descripcié del suposat com-
portament, suposadament optim, d’algun tipus d’ésser viu, real o fins i tot imagi-
nari (formigues, abelles, estols d’ocells o de peixos, paneroles o elefants voladors,
posem per cas); 'algorisme, aleshores es dissenya de manera que, suposadament,
imiti el comportament descrit. Els darrers anys ha comengat a prendre for¢a una
reaccié contraria a aquesta moda (Sorensen, 2015), que de moment no sembla
haver tingut cap efecte.

Una quiesti6 vinculada a I’anterior, i que com ella no és exclusiva de 'ambit de
Uscheduling, perd que té molta rellevancia per si mateixa és la fiabilitat dels experi-
ments computacionals amb que es comparen els comportaments dels algorismes.
Aquest no és el lloc per discutir-la a fons, pero les preocupacions que suscita es
poden resumir en les dues segtients: (i) Fins a quin punt Pexperiment és concloent
(és a dir, fins a quin punt les dades usades son representatives i fins a quin punt les
diferencies de comportament posades de manifest en Uexperiment son estadisti-
cament significatives)? (i) Fins a quin punt ens podem refiar que els resultats que
es presenten corresponen a la realitat, el qual dubte esta lligat a la possibilitat de
reproduir els resultats de Pexperiment? Al respecte: Kendall ef a/. (2016).

* Ku i Beck (2016) diuen que “In both industry and the research literature, mixed integer programming
(MIP) is often the defanlt approach for solving scheduling problems.” 1 també que “Mixed Integer Programming
(MIP) has been widely applied to scheduling problems and it is often the initial approach to attack a new scheduling
problem”. No fa gaires anys que aquestes afirmacions s’haurien considerat extravagants per la
immensa majoria d’especialistes en scheduling i ara mateix segurament no tothom les subscriuria
(de fet, els models de programacié matematica tenen molt poca presencia, si en tenen cap, en la
major part de textos docents sobre scheduling).
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I cap on hauria d’evolucionar aquesta disciplina?
» (Caldria seguir omplint el buit, encara molt gran, entre la teoria 1 la realitat.

* Convindria disposar d’una classificacié més fina de la complexitat dels al-
gorismes i dels problemes.

* Res no fa preveure un salt en les prestacions del programari comercial per
resoldre programes matematics com el que va tenir lloc cap al final del se-
gle passat (quan tampoc res no ho feia preveure). En canvi, pensem que és
versemblant un us creixent de matheuristiques.
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ANNEX: DEMOSTRACIONS

Demostracié 1: Regla SPT per al cas 1||).C,

Com que :
Cry = 2p Cr21 =Cpy + Az = g+ Arzps 3 = Crzp + 23 = A + Py + Aspes

Con =Cp) T Ay = Pyt P2yt 23+t Py + Ay
n

ZC[/-] :ﬁ-p[l]+(ﬂ_1)-p[2]+...(ﬂ—/y+1).p[/]]+m+p[”]
=1

Vegem a continuacié que una solucié que no respecta la regla SPT no pot ser
optima. Si no respecta SPT hi ha d’haver dues feines en posicions /1 4 +1 tals
que py =T + & > pysy = T (amb € > 0). La contribucié d’aquestes dues feines a
la funci6 objectiu és:

(n=h+D)-(t+&)+(n—»h)-t
mentre que si les dues feines intercanvien les posicions la contribucio6 és:
(n—=h+1)-t+(n=h)-(t+¢)

Com que la diferencia entre la primera i la segona d’aquestes expressions és ¢
(> 0) la solucié que no respecta SPT no pot ser optima.

Alternativament, la demostracié es pot basar en la propietat que la suma
2 -1ay by es minimitza ordenant els valors 4, per exemple, en ordre no creixent
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iels b en ordre no decreixent (aquesta propietat es demostra facilment amb un
argument d’intercanvi analeg al de la demostracié suara exposada). En el nostre
cas, el paper de les el fala successio #, n—1, ..., 11 el de les b, les p; que, per tant,
han de constituir una successioé no decreixent.

Demostracié 2: Regla WSPT per al cas 1| w;| > w; - C;

Considerem una sequencia S amb dues feines adjacents, siguin 7 i 4, en aquest
ordre a la seqiiencia, que no respecten la regla WSPT (es molt facil comprovar
que si una seqiiencia no respecta WSPT, hi ha d’haver dues feines adjacents que
no la respecten); és a dit, p;/w; > p, /w,. Demostrarem a continuacié que si intet-
canviem les posicions d’aquests dues feines, i obtenim aix{ una nova sequencia
S’, la funci6 objectiu millora, per la qual cosa § no pot ser optima.

Sigui 7 instant en que s’inicia el processament de 7 a § (Figura 27). Aleshores, a
S,C=t+piC,=t+p+p,mentre que,aS,C,=r+piC=rt+p,+p.la
diferencia entre les contribucions de j i / a la funci6 objectiua Sia S’ es:

w/y'pj_wj'p/w

que és > 0 perque p;/w; > p,/w),

S’ y2) b

Figura 27. Dues seqiiencies, S i 8", que difereixcen en l'ordre de dues feines consecutives.

Demostracié 3: Regla EDD per al cas 1|| Lyaxy 1|| Tax

Considerem una seqiiencia S en que dues feines adjacents, siguin /i A, en aquest
ordre a la seqiiéncia, no respecten la regla EDD (es molt facil comprovar que si
una seqiiencia no respecta EDD, hi ha d’haver dues feines adjacents que no la
respecten), ¢és a dir, d; > 4. I la seqiiencia §” que resulta d’intercanviar les posici-
ons de /1 4 (Figura 27).



Aleshores:

per tant

ja que

D’on:

Ly=L'y=@+p;+py—d)-(t+py+p,—d;)=d;—d,>0
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Ly=t+p;—d;,

Ly=t+p,+py—dy

Ly>L,

Ly-L,=p;,+(d;—d;)>0

L’/-:f+pb+pj—dj,L’b =t+p,—d,

Ly=LY)y=@+p;+p—4dy)—(t+p,—d)=p; >0

Sigui

aleshores:

i, també, ates que

d’on:

max

I = max I;;
k# b

Loy =max(L, L ;1)

L,>L,,
L. =max(L,L,);

L'y =max(L, L', L)),

= (L,>L')

= (L, >L%)

Ly = max(L,L/,Lb )= max(, 1) > L'y, = max(L, L', L))
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Demostracié 4: Regla SPT per al cas Pm||) C

Farem us de la propietat, ja considerada a la demostracié 1 d’aquest annex, que
la suma >, ayy * by es minimitza ordenant els valors @, per exemple, en ordre
no creixent i els  en ordre no decreixent.

Suposem, sense perdua de generalitat (perque, si cal, podem afegir feines ficticies
amb temps de processament igual a 0) que # és maltiple de 7, és a dit, 7 =/ m,
on / és un enter positiu. Sigui el que sigui 'ordre de les feines, si les assighem
successivament i rotativament a les maquines, a cada maquina n’hi correspon-
dran / Els temps de processament de les que ocupin la 1* posicié comptaran /
vegades en el comput de 2.C; els de les que ocupin la 2 posicio, /— 1 vegades
1 aixi successivament, fins que els temps de processament de les que ocupin la
darrera posicié a cada maquina (és a dir, la /~¢sima posicié, comptaran només
una vegada). Per tant:

2m

V3 3m [m
EC/=/’ZP[/;]+(/_1)' 2 ot l=2: X pytl X Ay
=1

h=1-m+1 h=2-m+1 h=(/=1)m+1

Aleshores, sila successié amb 7 vegades / 7 vegades /— 1, etc. fa el paper de les 2
en la propietat esmentada i el de les 4 el fan les p,, aquestes han de constituir una
successio no decreixent. Ara només caldria demostrar, i es deixa com a exercici,
que, donada una solucié SPT en que el nombre de feines no sigui el mateix a
totes les maquines, se’n pot trobar una altra no pitjor en que sigui el mateix.
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L’schednling és una disciplina que estudia la programacid

d’activitats, com ara de comandes que s’han de processar en

unes maquines. S’hi consideren, per tant, problemes d’interes
o o ,

per a la induastria 1 els serveis 1, llevat d’unes poques

excepctons, molt dificils de resoldre, per la qual cosa han

donat lloc, des de fa més de seixanta anys, a una intensa i

creixent activitat de recerca.

En aquest llibre es tracten problemes de scheduling
deterministes que s’han seleccionat per la seva rellevancia en el
desenvolupament de la teorta o de cara a l'aplicaci6. Les
descripcions dels problemes 1 dels procediments es
complementen amb exemples numerics 1 també, per 1l lustrar
pautes de raonament utils en els desenvolupaments teorics o en

les aplicacions, amb algunes demostracions.

El text s’ha concebut com un material docent per a
assignatures de master en que Uschedunling tingur un pes
important, tot 1 que cretem que pot ser util en altres entorns.
Hem adoptat un enfocament que integra els desenvolupaments
historics 1 les aportacions recents. Caracteristicament, hi fem
emfast en la possibilitat, que 1l lustrem amb exemples, de fer us
de la programacié matematica com a eina per a la resoluci6é de

problemes.

science
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